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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùèé ïðàêòèêóì ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå (Äèôôåðåíöèàëüíîå
èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïðå-
äûäóùåãî ïîñîáèÿ òåõ æå àâòîðîâ "Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îä-
íîé ïåðåìåííîé"(Ïðàêòèêóì ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå). Îí îõâàòûâàåò ÷àñòü
ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà âòîðîãî ñåìåñòðà. Ïî êàæäîé òåìå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ (îïðåäåëåíèÿ, òåîðåìû, ôîðìóëû), íåîáõîäè-
ìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ðàññìàòðèâàþòñÿ òèïîâûå çàäà÷è ñ ïîäðîáíûìè
ðåøåíèÿìè, ðåêîìåíäóþòñÿ çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíûõ çàíÿòèé è ñàìîñòîÿ-
òåëüíîé ðàáîòû èç ñáîðíèêà çàäà÷ [8,9]. Â ïðèíÿòîé íóìåðàöèè ôîðìóë ïåð-
âîå ÷èñëî óêàçûâàåò íîìåð çàíÿòèÿ, âòîðîå � íîìåð ôîðìóëû. Íóìåðàöèÿ
òåîðåì, ïðèìåðîâ è ðèñóíêîâ àíàëîãè÷íà íóìåðàöèè ôîðìóë. Â êà÷åñòâå
îáðàçöà ïðèâîäÿòñÿ äâà âàðèàíòà êîíòðîëüíîé ðàáîòû ïî òåìå "Äèôôå-
ðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ", îäèí èç íèõ ñ
ïîäðîáíûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî çàäà÷àì, ñïî-
ñîáñòâóþùèì óÿñíåíèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé è ìåòîäîâ âûñøåé ìà-
òåìàòèêè.

Ç à í ÿ ò è å ï å ð â î å

Òåìà: "ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÒÎ×ÅÊ n-ÌÅÐÍÎÃÎ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ. ÏÐÅÄÅË ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ. ÔÓÍÊÖÈÈ

ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ. ÎÁËÀÑÒÜ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß
È ÎÁËÀÑÒÜ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÔÓÍÊÖÈÈ. ÏÐÅÄÅË ÔÓÍÊÖÈÈ.

ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÜ."

Îñí î â íû å ò å î ð å ò è ÷ å ñ ê è å ñ â å ä å í è ÿ

Òî÷êîé x n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííóþ ñîâîêóï-
íîñòü n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (x1, x2, . . . , xn) = x. ×èñëî xi íàçûâàþò i-é
êîîðäèíàòîé òî÷êè x, i = 1, n.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn)
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)
2 + . . .+ (xn − yn)2 . (1.1)
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Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî
ðàññòîÿíèå ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.1), íàçûâàþò n-ìåðíûì àðèôìåòè÷åñêèì
åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àþò ÷åðåç Rn.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îáëà-
äàåò ñâîéñòâàìè:

1◦ ρ(x, y) ≥ 0, ïðè÷åì ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

2◦ ρ(x, y) = ρ(y, x) ∀x è y ∈ Rn.

3◦ ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ Rn.

Ïóñòü x ∈ Rn è ε > 0. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê y ïðîñòðàíñòâà Rn,
òàêèõ, ÷òî ρ(x, y) < ε, íàçûâàþò n-ìåðíûì øàðîì ñ öåíòðîì â òî÷êå x è
ðàäèóñîì ε èëè ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x è îáîçíà÷àþò ÷åðåç V (x; ε); òàêèì
îáðàçîì,

V (x; ε) = {y : y ∈ Rn, ρ(x, y) < ε} . (1.2)

Òî÷êó x ∈ Rn íàçûâàþò òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà D ⊂ Rn,
åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó
ìíîæåñòâà D.

Åñëè ó òî÷êè x ∈ D ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùàÿ íèêàêèõ
äðóãèõ òî÷åê ìíîæåñòâà D, êðîìå ñàìîé òî÷êè x, òî ýòó òî÷êó íàçûâàþò
èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà.

Òî÷êó x ∈ Rn íàçûâàþò ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà D, åñëè ëþáàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè x ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó ìíîæåñòâà D,
îòëè÷íóþ îò x .

Ïóñòü êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó m ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå íåêî-
òîðàÿ òî÷êà x(m) ∈ Rn. Òîãäà ìíîæåñòâî

{
x(m)

}
, m = 1,∞ íàçûâàþò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn.
Òî÷êó x ∈ Rn íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
x(m)

}
,

m = 1,∞, åñëè
lim

m→∞
ρ(x(m), x) = 0 . (1.3)

Ïèøóò
lim

m→∞
x(m) = x . (1.4)

Åñëè lim
m→∞

x(m) = x, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê{
x(m)

}
m = 1,∞ ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x è ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàþò

ñõîäÿùåéñÿ.
Âñÿêàÿ ε -îêðåñòíîñòü òî÷êè x ñîäåðæèò âñå òî÷êè äàííîé ñõîäÿùåéñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, îïðåäåëåííîãî ÷èñëà èõ.
Ïîíÿòèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
x(m)

}
m = 1,∞ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà

Rn ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ïîíÿòèþ ïðåäåëà ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
êîîðäèíàò òî÷åê x(m), m = 1,∞. Ñïðàâåäëèâà
Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
x(m)

}
, m = 1,∞,
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x(m) =
(
x

(m)
1 , . . . , x

(m)
n

)
∈ Rn ñõîäèëàñü ê òî÷êå x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

lim
m→∞

x
(m)
i = xi , i = 1, n . (1.5)

Ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

1◦ Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èìååò ïðåäåë, òî îí åäèíñòâåííûé.

2◦ Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(m) =
(
x

(m)
1 , . . . , x

(m)
n

)
,m = 1,∞, ñõîäèòñÿ, òî

îíà îãðàíè÷åíà, ò.å. ñóùåñòâóåò n-ìåðíûé øàð V (0, ε) òàêîé, ÷òî{
x(m),m = 1,∞

}
⊂ V (0, ε).

Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn.
Åñëè êàæäîé òî÷êå x = (x1, . . . , xn) ∈ D ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïî

êàêîìó-ëèáî çàêîíó íåêîòîðîå âïîëíå îïðåäåëåííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî
u = f(x) = f(x1, . . . , xn) ∈ R, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå D çàäàíà ÷èñëî-
âàÿ ôóíêöèÿ f : D → R îò n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.

Ìíîæåñòâî D íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (ñóùåñòâîâàíèÿ) ôóíê-
öèè, à ìíîæåñòâî E = {u ∈ R : u = f(x), x ∈ D} îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíê-
öèè u = f(x). Ïðè n > 1 ÷èñëîâûå ôóíêöèè íàçûâàþò ôóíêöèÿìè íåñêîëü-
êèõ (ìíîãèõ) ïåðåìåííûõ. Â ñëó÷àå n = 2 âìåñòî u = f(x1, x2) ïèøóò òàêæå
z = f(x, y), â ñëó÷àå n = 3 âìåñòî u = f(x1, x2, x3) � òàêæå u = f(x, y, z).

Êàæäîé ôóíêöèè u = f(x1, . . . , xn) n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ñîîòâåò-
ñòâóåò åå ãðàôèê â n + 1-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òî÷åê (x1, . . . , xn, u). Ìíî-
æåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn+1 âèäà (x1, . . . , xn, f(x)), x ∈ D íàçûâàþò
ãðàôèêîì ôóíêöèè f . Ãðàôèêîì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü. Ìíîæåñòâî òî÷åê x = (x1, . . . , xn) ïðîñòðàíñòâà Rn,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ f(x1, . . . , xn) = C, ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ ôóíêöèè f , ñîîòâåòñòâóþùèì äàí-
íîìó çíà÷åíèþ C. Â ñëó÷àå n = 2 ìíîæåñòâî óðîâíÿ íàçûâàåòñÿ òàêæå
ëèíèåé óðîâíÿ, â ñëó÷àå n = 3 � ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ, à ïðè n > 3 � ãè-
ïåðïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå D ⊂ Rn, D1 � íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà D è x(0) � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D1. ×èñëî A
íàçûâàþò ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó D1 â òî÷êå x

(0) (èëè, ÷òî òî
æå, ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê x0), åñëè ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ∀x ∈ D1,
x 6= x(0), ρ(x, x(0)) < δ(ε), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε. Â ýòîì
ñëó÷àå ïèøóò

lim
x→x(0), x∈D1

f(x) = A . (1.6)

Åñëè A = 0, òî ôóíêöèþ íàçûâàþò áåñêîíå÷íî ìàëîé ïî ìíîæåñòâó D1

â òî÷êå x(0).
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Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, äëÿ ïðåäåëîâ ôóíêöèé
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïî ìíîæåñòâó ñïðàâåäëèâû ñîîòâåòñòâóþùèå òåî-
ðåìû î ïðåäåëàõ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî.

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå D ⊂ Rn, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé â òî÷êå x(0) ∈ D ïî ìíîæåñòâó D, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òà-
êîå δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ D, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ρ(x, x(0)) < δ(ε),
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣f(x)− f(x(0))
∣∣ < ε.

Åñëè òî÷êà x(0) ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà D, òî â ýòîé
òî÷êå ôóíêöèÿ f âñåãäà íåïðåðûâíà.

Åñëè æå òî÷êà x(0) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà D, òî

lim
x→x(0), x∈D

f(x) = f(x(0)) (1.7)

èëè
lim

ρ(x,x(0))→0, x∈D
∆u = 0 ,

ãäå ∆u = f(x) − f(x(0)) � ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â òî÷êå x(0), ñîîòâåò-

ñòâóþùåå èçìåíåíèþ àðãóìåíòà îò òî÷êè x(0) = (x(0)
1 , . . . , x

(0)
n ) äî òî÷êè

x = (x1, . . . , xn), ρ(x(0), x) =
√

∆x2
1 + . . .+ ∆x2

n, ∆xi = xi − x
(0)
i , i = 1, n.

Ñïðàâåäëèâà
Ò å î ð å ì à 1.2. Âñÿêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåí-
íûõ íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ.

Ôóíêöèþ f íàçûâàþò íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå D, åñëè îíà íåïðåðûâ-
íà ïî ýòîìó ìíîæåñòâó â êàæäîé åãî òî÷êå.

Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå D ⊂ Rn, íàçûâàåòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíîé íà D, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ε) > 0,
÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x ∈ D, x′ ∈ D, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
ρ(x, x′) < δ(ε), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− f(x′)| < ε.

Åñëè íåêîòîðàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, òî åå
íàçûâàþò òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè, à ôóíêöèþ � ðàçðûâíîé. Òî÷êè ðàçðû-
âà ìîãóò áûòü èçîëèðîâàííûìè, îáðàçîâûâàòü ëèíèè ðàçðûâà, ïîâåðõíîñòè
ðàçðûâà è ò.ä.

Ïðèì å ðû ð åøåíè ÿ ç à ä à ÷

Ïðèìåð 1.1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z =
√

4− x2 − y2.
Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà, êîãäà ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå íåîòðèöà-
òåëüíî, ò.å. 4−x2−y2 ≥ 0 ⇒ x2 +y2 ≤ 4. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � ìíîæåñòâî
òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè êðóãà x2 + y2 < 4 è íà åãî ãðàíèöå.
Ïðèìåð 1.2. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z = arcsin(1− x2 − y2) è
èçîáðàçèòü åå íà ïëîñêîñòè. Îïðåäåëèòü ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè.
Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ −1 ≤1− (x2 + y2) ≤1

6



èëè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ −2 ≤
−(x2 + y2) ≤ 0 ⇒
⇒ x2 +y2 ≤ 2. Âñÿêàÿ îêðóæíîñòü
x2 + y2 = r2 ≤ 2 åñòü ëèíèÿ óðîâ-
íÿ, òàê êàê íà ýòîé îêðóæíîñòè
(ðèñ.1.1)
f(x, y) = arcsin(1− x2 − y2) = const.
Ïðèìåð 1.3. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè

f(x, y) =
x2 + y2

x2 − y2
.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ åñòü ïëîñêîñòü ñ èñêëþ÷åííîé ïàðîé ïðÿ-
ìûõ y = ±x, ò.ê. x2 6= y2. Âñÿêèé ëó÷ x = t cosα, y = t sinα, t 6= 0, ãäå

α 6= ±π
4

+ 2πk, α 6= 3π
4

+ 2πk, k ∈ Z, åñòü ëèíèÿ óðîâíÿ

f (t cosα, t sinα) =
t2 cos2 α+ t2 sin2 α

t2 cos2 α− t2 sin2 α
= const .

Ïðèìåð 1.4. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x, y, z) =
1√

2z2 − 6x2 − 3y2 − 6
.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ôóíêöèè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè êîðíÿ ÷åòíûé è ñàì êîðåíü íàõîäèòñÿ â çíàìåíàòåëå
äðîáè, ïîëó÷èì

2z2 − 6x2 − 3y2 − 6 > 0 èëè
x2

1
+
y2

2
− z2

3
< −1 .

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò ÷àñòü R3, ðàñïîëîæåííóþ âíóòðè äâó-
ïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.
Ïðèìåð 1.5. Íàéòè ïðåäåëû:

) lim
x → 0
y → 0

x2 + y2

3
√
x2 + y2 + 1− 1

; ) lim
x → 0
y → 0

x4 + y4

x2 + y2
.

Ðåøåíèå. à) Ïðè x = 0, y = 0 èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà
0
0
. Ïðåîáðàçó-

åì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà, äîìíîæèâ íà íåïîëíûé êâàäðàò ñóììû

âûðàæåíèå
(

3
√
x2 + y2 + 1− 1

)
:

lim
x → 0
y → 0

x2 + y2

3
√
x2 + y2 + 1− 1

= lim
x → 0
y → 0

(x2 + y2)
(

3
√

(x2 + y2 + 1)2 +3
√
x2 + y2 + 1 + 1

)
(x2 + y2 + 1)− 1

=
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= lim
x → 0
y → 0

(
3
√

(x2 + y2 + 1)2 +3
√
x2 + y2 + 1 + 1

)
= 3 .

á) Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ñ ïîëþñîì â òî÷êå (0, 0) : x = r cosϕ,
y = r sinϕ. Ôóíêöèÿ sin4 ϕ+ cos4 ϕ îãðàíè÷åíà, r =

√
x2 + y2, òîãäà

lim
x → 0
y → 0

x4 + y4

x2 + y2
= lim

r→0

r4
(
cos4 ϕ+ sin4 ϕ

)
r2

(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

) = lim
r→0

r2
(
cos4 ϕ+ sin4 ϕ

)
= 0 .

Ïðèìåð 1.6. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò lim
x → 0
y → 0

x2 − y2

x2 + y2
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïåðåìåííàÿ M(x, y) → O(0, 0) ïî ïðÿìîé y = kx, ãäå k =
const, òîãäà

lim
x → 0
y → 0

x2 − y2

x2 + y2
= lim

x → 0
y → 0

x2 − k2x2

x2 + k2x2
=

1− k2

1 + k2
,

ò.å. ôóíêöèÿ f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2
âäîëü âñÿêîé ïðÿìîé y = kx ñîõðàíÿåò ïî-

ñòîÿííîå çíà÷åíèå, çàâèñÿùåå îò óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà k. Ïîýòîìó ïðè
ñòðåìëåíèè M(x, y) → O(0, 0) ïî ðàçëè÷íûì ïðÿìûì ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü
ðàçëè÷íûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðåäåëà â òî÷êå (0, 0) íå
ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 1.7. Íàéòè â òî÷êå Ì(4,0) ïðåäåë f(x, y) =
tg xy
y

.

Ðåøåíèå. Â òî÷êå (4, 0) f(x, y) íå îïðåäåëåíà. Óìíîæèâ è ðàçäåëèâ ýòó
ôóíêöèþ íà x 6= 0, ïîëó÷èì

lim
x → 4
y → 0

tg xy
y

= lim
x → 4
y → 0

x · tg xy
xy

= lim
x → 4
y → 0

x · lim
x → 4
y → 0

tg xy
xy

= 4 , .. lim
α→0

tgα
α

= 1 .

Ïðèìåð 1.8. Äîêàçàòü, ÷òî â òî÷êå M(0, 0) ôóíêöèÿ f(x, y) =
x

x+ y
ïðå-

äåëà íå èìååò.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå (1.4). Âûáåðåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

òî÷åê, ñõîäÿùèåñÿ ê M(0, 0) : Mn

(
1
n
,
1
n

)
è M ′

n

(
0,

1
n

)
.

f(Mn) =
1/n

1/n+ 1/n
=

1
2

⇒ lim
n→∞

f(Mn) =
1
2
.

f(M ′
n) =

0
0 + 1/n

= 0 ⇒ lim
n→∞

f(M ′
n) = 0 .

Èòàê, äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê ïîëó÷åíû ðàçíûå ïðå-

äåëû, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëà ôóíêöèè f(x, y) =
x

x+ y
â òî÷êå M(0, 0) íå
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ñóùåñòâóåò.
Ïðèìåð 1.9. Íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè:

) z =
x2 + 2xy + 10
y2 − 2x+ 1

, ) u =
4

x2 + y2 − z
.

Ðåøåíèå.
à) Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè äàííîé ôóíêöèè íàðóøåíî â òåõ òî÷êàõ ìíîæå-
ñòâà R2, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ y2−2x+1 = 0 èëè

x =
y2

2
+

1
2
. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè ðàçðûâà îáðàçóþò ïàðàáîëó x =

y2

2
+

1
2

ñ îñüþ ñèììåòðèè - îñüþ àáñöèññ è âåðøèíîé â ò.(0,5;0).
á) Ôóíêöèÿ òåðïèò ðàçðûâ â êàæäîé òî÷êå ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ
z = x2 + y2.
Ïðèìåð 1.10. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = x + 2y + 3 ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà íà ïëîñêîñòè.

Ðåøåíèå. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ïîëîæèì δ(ε) =
ε

3
. Òîãäà

∀M1(x1, y1) è M2(x2, y2), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

ρ(M1,M2) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 < δ(ε)

áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà |x1 − x2| < δ(ε), |y1 − y2| < δ(ε) è, ñëåäîâà-
òåëüíî

|u(M1)− u(M2)| = |x1 + 2y1 − x2 − 2y2| ≤ |x1 − x2|+ 2 |y1 − y2| < 3δ(ε) = ε .

Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà ïëîñêîñòè.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ à ó ä è ò î ð íûõ ç à í ÿ ò è é

Èç ñáîðíèêà çàäà÷ [6]: 7.1,7.9-7.15 íå÷åòíûå, 7.33-7.37 íå÷åòíûå, 7.45-7.49
íå÷åòíûå.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ñ àì î ñ ò î ÿ ò å ë ü í î é ð à á î òû

Èç ñáîðíèêà çàäà÷ [6]: 7.2, 7.8-7.14 ÷åòíûå, 7.32-7.36 ÷åòíûå, 7.44-7.48 ÷åò-
íûå.

Ç à í ÿ ò è å â ò î ð î å

Òåìà: "×ÀÑÒÍÛÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÅ È ×ÀÑÒÍÛÅ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÛ. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÎÑÒÜ ÔÓÍÊÖÈÈ

Â ÒÎ×ÊÅ. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀË ÔÓÍÊÖÈÈ. ×ÀÑÒÍÛÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÅ
È ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÛ ÂÛÑØÈÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ"

Îñí î â íû å ò å î ð å ò è ÷ å ñ ê è å ñ â å ä å í è ÿ
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Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) çàäàíà ôóíêöèÿ äâóõ ïåðå-
ìåííûõ z = f(x, y). Ôèêñèðóÿ ïåðåìåííóþ y = y0, ïîëó÷èì ôóíêöèþ îäíîé
ïåðåìåííîé x: z = f(x, y0). Îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå
x = x0 íàçûâàþò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå (x0, y0) ïî

x è îáîçíà÷àþò ÷åðåç
∂f(x0, y0)

∂x
.

Òàêèì îáðàçîì,

∂f(x0, y0)
∂x

def
=
d f(x, y0)

dx

∣∣∣∣∣
x=x0

(2.1)

èëè
∂f(x0, y0)

∂x

def
= lim

∆x→0

∆xz

∆x
,

ãäå ∆xz = f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0) � ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé
x.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî y :

∂f(x0, y0)
∂y

def
=
d f(x0, y)

dy

∣∣∣∣∣
y=y0

(2.2)

èëè
∂f

∂y

def
= lim

∆y→0

∆yz

∆y
,

ãäå ∆yz � ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé y. Ëèíåéíûå ôóíêöèè
∂f

∂x
dx,

∂f

∂y
dy ïåðåìåííûõ dx, dy, (äèôôåðåíöèàëîâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ) íà-

çûâàþò ÷àñòíûìè äèôôåðåíöèàëàìè ôóíêöèè f(x, y) ñîîòâåòñòâåííî ïî ïå-

ðåìåííûì x, y è îáîçíà÷àþò ÷åðåç dxz =
∂f

∂x
dx, dyz =

∂f

∂y
dy.

Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåí- íûõ.
Åñëè ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, . . . , xn) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè x(0) =
(
x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
, òî

∂f(x(0)
1 , . . . , x

(0)
n )

∂xi

def
=
df(x(0)

1 , . . . , x
(0)
i−1, xi, x

(0)
i+1, . . . , x

(0)
n )

dxi

∣∣∣∣∣
xi=x

(0)
i

(2.3)

èëè
∂u

∂xi

def
= lim

∆xi→0

∆xi
u

∆xi
,

ãäå

∆xi
u = f

(
x

(0)
1 , . . . , x

(0)
i−1, x

(0)
i + ∆xi, x

(0)
i+1, . . . , x

(0)
n

)
−

−f
(
x

(0)
1 , . . . , x

(0)
i−1, x

(0)
i , x

(0)
i+1, . . . , x

(0)
n

)
.
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (2.3), ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî ïåðå-
ìåííîé xi â òî÷êå x

(0) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì. Ïðè èçìåíåíèè òî÷êè x(0) èçìåíÿ-
åòñÿ è çíà÷åíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíóþ ïðîèçâîä-
íóþ îò ôóíêöèè f ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ
(x1, x2, . . . , xn).

Ôóíêöèþ u = f(x1, . . . , xn) íàçûâàþò îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ñòåïåíè m
(ïîêàçàòåëü îäíîðîäíîñòè), åñëè äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà t 6= 0
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(tx1, tx2, . . . , txn) = tmf(x1, x2, . . . , xn) . (2.4)

Åñëè îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè m ôóíêöèÿ u = f(x1, . . . , xn) èìååò ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå ðàâåí-
ñòâî (òåîðåìà Ýéëåðà)

x1f
′
x1

(x1, . . . , xn) + . . .+ xnf
′
xn

(x1, . . . , xn) = mf (x1, . . . , xn) .

×àñòíûé äèôôåðåíöèàë dxi
u îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dxiu
def
=

∂f

∂xi
dxi , −∞ < dxi < +∞ , (2.5)

ãäå dxi � äèôôåðåíöèàë íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé xi.
Ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëüçóþòñÿ ïðàâèëàìè âû÷èñ-

ëåíèÿ îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ, òàê êàê â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (2.1), (2.2),
(2.3) � îáûêíîâåííûå ïðîèçâîäíûå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0).
Ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) íàçûâàþò äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå
(x0, y0), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå äâà ÷èñëà A è B, ÷òî ïîëíîå ïðèðàùåíèå
ôóíêöèè ∆z = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0) ïðåäñòàâèìî â âèäå

∆z = A∆x+B∆y + ε (∆x,∆y) ρ , (2.6)

ãäå ïðè ρ 6= 0, lim
ρ→0

ε (∆x,∆y) = 0, ρ =
√

∆x2 + ∆y2 < δ , ∆x = x − x0,

∆y = y − y0.
Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå (x0, y0) ëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ A∆x + B∆y ïåðåìåííûõ ∆x è ∆y íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì
ôóíêöèè f â òî÷êå (x0, y0) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç dz. Òàêèì îáðàçîì,

dz = A∆x+B∆y èëè dz = Adx+Bdy . (2.7)

Ñïðàâåäëèâû
Ò å î ð å ì à 2.1. (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè). Åñëè ôóíêöèÿ z = f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0) è
dz = Adx+Bdy � åå äèôôåðåíöèàë â ýòîé òî÷êå, òî â òî÷êå (x0, y0) ôóíê-

öèÿ f íåïðåðûâíà è A =
∂f(x0, y0)

∂x
, B =

∂f(x0, y0)
dy

.
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Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
(x0, y0), òî îíà èìååò åäèíñòâåííûé äèôôåðåíöèàë

dz =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy èëè dz = dxz + dyz . (2.8)

Ò å î ð å ì à 2.2. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè).
Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) èìååò

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂x
è
∂f

∂y
, êîòîðûå íåïðåðûâíû â ñàìîé òî÷êå (x0, y0);

òîãäà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå.
Ôóíêöèþ f(x, y), äèôôåðåíöèðóåìóþ â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà D, íà-

çûâàþò äèôôåðåíöèðóåìîé íà ìíîæåñòâå D.
Îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå çäåñü äëÿ ôóíêöèè

äâóõ ïåðåìåííûõ, ïåðåíîñÿòñÿ è íà ñëó÷àé ôóíêöèè u = f(x1, x2, . . . , xn)
ëþáîãî ÷èñëà n ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x(0).

Äëÿ ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ è äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè â òî÷êå

x(0) =
(
x

(0)
1 , . . . , x

(o)
n

)
ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

∆u = f
(
x

(0)
1 + ∆x1, . . . , x

(0)
n + ∆xn

)
− f

(
x

(0)
1 , . . . , x(0)

n

)
,

(2.9)

du =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + . . .+

∂f

∂xn
dxn

è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ρ =
√

∆x2
1 + . . .+ ∆x2

n, ãäå ∆x1 = x1 − x
(0)
1 , . . .,

∆xn = xn − x
(0)
n , äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè u = f(x1, . . . , xn) èìåþò

ìåñòî ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà:
∆u ≈ du,

f
(
x

(0)
1 + ∆x1, . . . , x

(0)
n + ∆xn

)
≈f

(
x

(0)
1 , . . . , x(0)

n

)
+ df

(
x

(0)
1 , . . . , x(0)

n

)
.

(2.10)
Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f(x, y) è íàéäåíû åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂f(x, y)
∂x

è
∂f(x, y)
∂y

êàê ôóíêöèè x, y ∈ D. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′x è f ′y

íàçûâàþò òàêæå ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 1-ãî ïîðÿäêà.
×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è y îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà

∂f

∂x
è
∂f

∂y
íàçûâàþò ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2-ãî ïîðÿäêà è îáîçíà÷àþò

ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
∂2f

∂x2
èëè f

′′

xx,
∂2f

∂x∂y
èëè f

′′

xy,
∂2f

∂y∂x
èëè f

′′

yx,
∂2f

∂y2
èëè

f
′′

yy.
Òàêèì îáðàçîì,

∂2f

∂x2
= f

′′

xx
def
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
;

∂2f

∂x∂y
= f

′′

xy
def
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
;
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(2.11)

∂2f

∂y2
= f

′′

yy
def
=

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
;

∂2f

∂y∂x
= f

′′

yx
def
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
.

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì îïðåäåëÿþò è îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
3-ãî, 4-ãî, 5-ãî è ò.ä. ïîðÿäêîâ. ×àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ëþáîé èç íåçàâè-
ñèìûõ ïåðåìåííûõ îò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé (m − 1)�ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
f(x1, . . . , xn), n = 2, 3 . . . íàçûâàþò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé m-ãî ïîðÿäêà.

×àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷åííóþ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ðàçëè÷-
íûì ïåðåìåííûì, íàçûâàþò ñìåøàííîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé.

Êîëè÷åñòâî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèè f ïðè óâåëè÷åíèè m, î÷å-
âèäíî, ðàñòåò. Îäíàêî ïðè íåêîòîðûõ, ÷àñòî âûïîëíÿþùèõñÿ óñëîâèÿõ, ìíî-
ãèå ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî îäíèì è òåì æå ïåðåìåííûì ñîâ-
ïàäàþò, ò.å. íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Ñïðàâåäëèâà
Ò å î ð å ì à 2.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà âìåñòå ñî ñâîè-
ìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè f ′x, f

′
y, f

′′

xy, f
′′

yx â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

(x0, y0), ïðè÷åì f
′′

xy è f
′′

yx íåïðåðûâíû â ýòîé òî÷êå; òîãäà f
′′

xy = f
′′

yx.
Èç òåîðåìû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî m-ÿ ñìåøàííàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (ïðè

óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ è íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) íå çàâèñèò
îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ò.å. ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

f
′′

xy = f
′′

yx; f
′′′

xyx = f
′′′

yxx = f
′′′

xxy; f
(4)
xyxy = f

(4)
xxyy è ò.ä.

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî
m -ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Äèôôåðåíöèàëîì 2-ãî ïîðÿäêà, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç d2z, íàçûâà-
þò äèôôåðåíöèàë îò åå 1-ãî äèôôåðåíöèàëà, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ôóíê-
öèþ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x,y, ïðè ôèêñèðîâàííûõ dx è dy, ò.å.

d2z
def
= d (dz) = d

(
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

)
=
∂2f

∂x2
dx2+2

∂2f

∂x∂y
dxdy+

∂2f

∂y2
dy2 . (2.12)

Äèôôåðåíöèàë 2-ãî ïîðÿäêà èìååò îñîáîå çíà÷åíèå äëÿ ïðèëîæåíèé.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàë 3-ãî ïîðÿäêà:

d3z
def
= d

(
d2z

)
= d

(
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2

)

=
∂3f

∂x3
dx3 + 3

∂3f

∂x2∂y
dx2dy + 3

∂3f

∂x∂y2
dxdy2 +

∂3f

∂y3
dy3 . (2.13)

Âîîáùå, dmz = d
(
dm−1z

)
.

Äèôôåðåíöèàë m-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè z = f(x, y), ãäå x, y � íåçàâèñèìûå
ïåðåìåííûå, âûðàæàþò ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìóëîé

dmz =
(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)m

f,

13



êîòîðàÿ ôîðìàëüíî ðàñêðûâàåòñÿ ïî áèíîìèàëüíîìó çàêîíó,

dmz =
m∑

k=0

Ck
m

∂mf

∂xk∂ym−k
dxkdym−k . (2.14)

×èñëà Ck
m â ðàâåíñòâå (2.14) îçíà÷àþò êîýôôèöèåíòû áèíîìà Íüþòîíà (êî-

ëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî k), ò.å.

Ck
m =

m!
k! (m− k)!

.

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëû 2-ãî ïîðÿäêà d2u,
3-ãî ïîðÿäêà d3u è, âîîáùå, m-ãî ïîðÿäêà dmu ôóíêöèè u = f(x1, . . . , xn) n
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn:

d2u = d (du) ,
d3u = d

(
d2u

)
,

. . . . . . . . .

dmu = d
(
dm−1u

)
.

Äèôôåðåíöèàë m-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè u = f (x1, . . . , xn) âûðàæàåòñÿ
ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìóëîé

dmu =
(

∂

∂x1
dx1 + . . .+

∂

∂xn
dxn

)m

f , (2.15)

êîòîðàÿ ôîðìàëüíî ðàñêðûâàåòñÿ ïî áèíîìèàëüíîìó çàêîíó.

Ïðèì å ðû ð åøåíè ÿ ç à ä à ÷

Ïðèìåð 2.1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = 6− x2y + 5ex.
Ðåøåíèå. Ðàññìàòðèâàÿ y êàê ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, ïîëó÷èì

∂z

∂x
=

(
6− x2y + 5ex

)′
x

= −2xy + 5ex .

Ðàññìàòðèâàÿ x êàê ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, íàéäåì

∂z

∂y
=

(
6− x2y + 5ex

)′
y

= −x2 .

Ïðèìåð 2.2. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïåðâûé äèôôåðåíöèàë:

) u = x2 sin y + cos(xy2) ; ) u = x5 − 3y4 + xyz .

Ðåøåíèå.
à) Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

∂u

∂x
= 2x sin y − y2 sin(xy2),

∂u

∂y
= x2 cos y − 2xy sin(xy2) .
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Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.7) çàïèøåì äèôôåðåíöèàë:

du =
(
2x sin y − y2 sin(xy2)

)
dx+

(
x2 cos y − 2xy sin(xy2)

)
dy .

á) Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

∂u

∂x
= 5x4 + yz,

∂u

∂y
= −12y3 + xy,

∂u

∂z
= xy,

òîãäà du =
(
5x4 + yz

)
dx+

(
xz − 12y3

)
dy + xydz .
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Ïðèìåð 2.3.

Ïîêàçàòü, ÷òî x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 3, åñëè u = ln

(
x3 + y3 + z3 − 3xyz

)
.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

∂u

∂x
=

3x2 − 3yz
x3 + y3 + z3 − 3xyz

,
∂u

∂y
=

3y2 − 3xz
x3 + y3 + z3 − 3xyz

,

∂u

∂z
=

3z2 − 3xy
x3 + y3 + z3 − 3xyz

; ⇒

⇒ x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
=

3
(
x3 − xyz + y3 − xyz + z3 − xyz

)
x3 + y3 + z3 − 3xyz

= 3 .

Ïðèìåð 2.4. Ïîêàçàòü, ÷òî x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= xy + z, åñëè z = xy + xe

y
x .

Ðåøåíèå. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

z′x = y + e
y
x + xe

y
x

(
− y

x2

)
, z′y = x+ xe

y
x

1
x
.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ çíà÷åíèÿ â äàííîå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
=

(
xy + xe

y
x − ye

y
x

)
+

(
xy + ye

y
x

)
=

= xy +
(
xy + e

y
xx

)
= xy + z .

Ïðèìåð 2.5. Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ

(2.4) ôóíêöèÿõ, åñëè z = x3 + 5y2x− 4y3.
Ðåøåíèå. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ñòåïåíè 3, òàê êàê

(tx)3 + 5 (ty)2 tx− 4 (ty)3 = t3
(
x3 + 5y2x− 4y3

)
.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ýéëåðà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

xf ′x(x, y) + yf ′y(x, y) = 3f(x, y) . (2.16)

Äåéñòâèòåëüíî, íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′x, f
′
y è ïîäñòàâëÿåì èõ

âûðàæåíèÿ â (2.16); èìååì

f ′x = 3x2 + 5y2 , f ′y = 10xy − 12y2 ,

x
(
3x2 + 5y2

)
+y

(
10xy − 12y2

)
= 3x3+5xy2+10xy2−12y3 = 3

(
x3 + 5xy2 − 4y3

)
.

Ïðèìåð 2.6. Íàéòè äëÿ ôóíêöèè z = 5x2 − xy + 3y2 + 5x+ 2y − 1, ïîëíîå
ïðèðàùåíèå è ïîëíûé äèôôåðåíöèàë â òî÷êå (1,2) ïðè ∆x = 0, 1; ∆y = 0, 2.
Îöåíèòü àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè, äîïóñêàåìûå ïðè
çàìåíå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè åå äèôôåðåíöèàëîì.
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Ðåøåíèå. ∆z = f (x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y) = 5 (x+ ∆x)2 − (x+ ∆x)×
× (y + ∆y) + 3 (y + ∆y)2 + 5 (x+ ∆x) + 2 (y + ∆y)− 1− 5x2 + xy− 3y2− 5x−
−2y+1 = 10x∆x+5∆x2−x∆y− y∆x−∆x∆y+6y∆y+3∆y2 +5∆x+2∆y ,

dz =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy = (10x− y + 5) dx+ (6y − x+ 2) dy .

Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå ∆z è dz çíà÷åíèÿ x = 1; y = 2; ∆x = dx = 0, 1;
∆y = dy = 0, 2, ïîëó÷èì ∆z = 4, 5 è dz = 3, 9.

Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü |∆z−dz| = 4, 05− 3, 9 = 0, 15, à îòíîñèòåëüíàÿ

ïîãðåøíîñòü

∣∣∣∣∆z − dz

∆z

∣∣∣∣ =
0, 15
4, 05

≈ 0, 037.

Ïðèìåð 2.7. Íàéòè ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà, åñëè u = zxy.
Ðåøåíèå.

∂u

∂x
= zxy ln zy = zxyy ln z ,

∂u

∂y
= zxy ln zx = zxyx ln z ,

∂u

∂z
= xyzxy−1 .

Òåïåðü íàõîäèì ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà:

∂2u

∂x2
= (u′x)′x = zxyy ln z ·y ln z = y2 ·ln2 z ·zxy ;

∂2u

∂y∂z
= x·zxy−1 (xy ln z + 1) ;

∂2u

∂x∂y
= (u′x)′y = (zxy)′y y ln z + ln z (y)′y z

xy = zxy ln z · xy · ln z + zxy ln z =

= zxy ln z (xy ln z + 1) ;
∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
;

∂2u

∂z2
= xy (xy − 1) zxy−2 ;

∂2u

∂y2
=

(
u′y

)′
y

= x ln z (zxy)′y = x2 ln2 z · zxy ;
∂2u

∂x∂z
= yzxy−1 (xy ln z + 1) .

Ïðèìåð 2.8. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ z = xϕ
(y
x

)
+ yψ

(y
x

)
óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ x2 ∂
2z

∂x2
+2xy

∂2z

∂x∂y
+y2 ∂

2z

∂y2
= 0, åñëè ϕ è ψ ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè

àðãóìåíòà t =
y

x
.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî t′x = − y

x2
,

t′y =
1
x
.

z′x = ϕ+ xϕ′tt
′
x + yψ′tt

′
x = ϕ− xϕ′t

y

x2
− yψ′t

y

x2
,

z′y = xϕ′tt
′
y + ψ + yψ′tt

′
y = xϕ′t

1
x

+ ψ + yψ′t
1
x
.

Íàéäåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå, ïîìíÿ, ÷òî åñëè ϕ è ψ ôóíêöèè àðãóìåíòà
t, òî è ϕ′t è ψ

′
t òàêæå ôóíêöèè àðãóìåíòà t.

z
′′

xx = ϕ′t

(
− y

x2

)
− ϕ′t

(y
x

)′
x
− y

x
(ϕ′t)

′
x − (ψ′t)

′
x

y2

x2
− ψ′t

(
y2

x2

)′
x

=
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= − y

x2
ϕ′t +

y

x2
ϕ′t −

y

x
ϕ

′′

tt

(
− y

x2

)
− ψ

′′

tt

(
− y

x2

) y2

x2
+ ψ′t

2y2

x3
;

z
′′

xy = (z′x)′y = −y
x
ϕ

′′

tt

1
x
− 2y
x2
ψ′t−

y2

x2
ψ

′′

tt

1
x

; z
′′

yy = ϕ
′′

tt

1
x

+ψ′t
1
x

+
1
x
ψ′t +

y

x
ψ

′′

tt

1
x
.

Ïîäñòàâëÿÿ â äàííîå âûðàæåíèå íàéäåííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïî-
ëó÷èì

y2

x
ϕ

′′

tt +
y3

x2
ψ

′′

tt +
2y2

x
ψ′t−

2y2

x
ϕ

′′

tt−
4y2

x
ψ′t−

2y3

x2
ψ

′′

tt +
y2

x
ϕ

′′

tt +
2y2

x
ψ′t +

y3

x2
ψ

′′

tt = 0 .

Ïðèìåð 2.9. Íàéòè ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ äëÿ

ôóíêöèè z = 3x2 − 5xy − y2.
Ðåøåíèå.
1-é ñïîñîá. Èìååì z′x = 6x− 5y, z′y = −5x− 2y, òîãäà

dz = (6x− 5y) dx− (5x+ 2y) dy .

Íàéäåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå: z
′′

xx = 6, z
′′

xy = z
′′

yx = −5, z
′′

yy = −2, òîãäà

d2z =
(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

z = z
′′

xxdx
2 + +2z

′′

xydxdy + z
′′

yydy
2 =

= 6dx2 − 10dxdy − 2dy2 .

2-é ñïîñîá.

dz = d
(
3x2

)
− d (5xy)− d

(
y2

)
= 6xdx− 5 (ydx+ xdy)− 2ydy =

= (6x− 5y) dx− (5x+ 2y) dy .

Äèôôåðåíöèðóÿ åùå ðàç è ïîìíÿ, ÷òî dx è dy íå çàâèñÿò îò x è y, ïîëó÷èì:

d2z = (6dx− 5dy) dx− (5dx+ 2dy) dy =

= 6dx2 − 5dydx− 5dxdy − 2dy2 = 6dx2 − 10dxdy − 2dy2 .

Ïðèìåð 2.10. Íàéòè d3z, åñëè z = ex cos y.
Ðåøåíèå. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 3-ãî ïîðÿäêà, ïîìíÿ, ÷òî î÷åðåä-
íîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå èìååò çíà÷åíèÿ:

z′x = ex cos y , z′y = −ex sin y ;
z

′′

xx = ex cos y , z
′′

xy = −ex sin y , z
′′

yy = −ex cos y ;
z

′′′

xxx = ex cos y , z
′′′

xxy = −ex sin y , z
′′′

xyy = −ex cos y , z
′′′

yyy = ex sin y .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.13) çàïèøåì:

d3z = ex
(
cos ydx3 − 3 sin ydx2dy − 3 cos ydxdy2 + sin ydy3

)
.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ à ó ä è ò î ð íûõ ç à í ÿ ò è é
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Èç ñáîðíèêà çàäà÷ [6]: 7.55-7.63 íå÷åòíûå, 7.69; 7.79; 7.81; 7.87.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ñ àì î ñ ò î ÿ ò å ë ü í î é ð à á î òû

Èç ñáîðíèêà çàäà÷ [6]: 7.56-7.64 ÷åòíûå, 7.68; 7.76; 7.80; 7.82; 7.88.

Ç à í ÿ ò è å ò ð å ò ü å

Òåìà: "ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑËÎÆÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ.
ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÛ ÏÅÐÂÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÀ.

ÍÅÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÛ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÎÂ ÂÛÑØÈÕ
ÏÎÐßÄÊÎÂ. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÅßÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ."

Îñí î â íû å ò å î ð å ò è ÷ å ñ ê è å ñ â å ä å í è ÿ

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü ôóíêöèè x(t) è y(t) îäíîé ïåðåìåííîé äèôôåðåí-
öèðóåìû â òî÷êå t0 è ïóñòü x0 = x(t0), y0 = y(t0). Åñëè ôóíêöèÿ z = f(x, y)
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ z = f(x(t), y(t))
îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0, èìååò â t0 ïðîèçâîäíóþ è ýòà
ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dz

dt
=
∂z

∂x
· dx
dt

+
∂z

∂y
· dy
dt

(3.1)

èëè, ïîäðîáíåå,

df (x(t0), y(t0))
dt

=
∂f(x0, y0)

∂x
· dx(t0)

dt
+
∂f(x0, y0)

∂y
· dy(t0)

dt
.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü ôóíêöèè x1(t), . . . , xn(t) îäíîé ïåðåìåííîé

äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå t0 è ïóñòü x
(0)
1 = x1(t0), . . ., x

(0)
n = xn(t0). Åñ-

ëè ôóíêöèÿ u = f(x1, . . . , xn) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x(0)
1 , . . . , x

(0)
n ), òî

ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ u = f (x1(t), . . . , xn(t)) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè t0, èìååò â t0 ïðîèçâîäíóþ è ýòà ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

du

dt
=

∂u

∂x1
· dx1

dt
+

∂u

∂x2
· dx2

dt
+ . . .+

∂u

∂xn
· dxn

dt
. (3.2)

Ò å î ð å ì à 3.3. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè x(0) =
(
x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
,

çàäàíà ôóíêöèÿ u = u (x1, . . . , xn), à íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Dt ⊂ Rk �

ôóíêöèè xi = xi (t1, . . . , tk), i = 1, n òàêèå, ÷òî xi

(
t
(0)
1 , . . . , t

(0)
k

)
= x

(0)
i . Åñëè

ôóíêöèÿ u = u(x) = u(x1, . . . , xn) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x(0) è â òî÷êå

t(0) =
(
t
(0)
1 , . . . , t

(0)
k

)
ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂xi

∂tj
, j = 1, k, i = 1, n,

òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ u(x(t)) èìååò â òî÷êå t(0) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂u

∂tj
,

j = 1, k, ïðè÷åì
∂u

∂tj
=

n∑
i=1

∂u

∂xi
· ∂xi

∂tj
, j = 1, k . (3.3)
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Ôîðìóëà (3.3) âûðàæàåò ñîáîé ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé
ôóíêöèè â îáùåì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà 1-ãî
ïîðÿäêà áóäåò èìåòü òàêîé æå âèä, êàê è â ñëó÷àå ôóíêöèè u = u(x1, . . . , xn)
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn (ñì.2.9) (ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè
ôîðìû äèôôåðåíöèàëà 1-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî âûáîðà ïåðåìåííûõ)

du =
∂u

∂x1
dx1 +

∂u

∂x2
dx2 + . . .+

∂u

∂xn
dxn . (3.4)

Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ïðàêòè÷åñêîì âû÷èñëåíèè äèôôåðåíöèàëîâ. Åñëè u è v - ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, òî èìåþò ìåñòî îáùèå ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëîâ:

1) d(u+ v) = du+ dv ;

2) d (u · v) = udv + vdu ;

3) d
(u
v

)
=
vdu− udv

v2
.

Âûðàæåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñëîæíîé ôóíêöèè,
âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àþòñÿ îò âûðàæåíèÿ (ñì. (2.15))

dmu =
(

∂

∂x1
dx1 + . . .+

∂

∂xn
dxn

)m

u ,

ãäå x1, . . . , xn � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàë 2-ãî
ïîðÿäêà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

d2u =
(

∂

∂x1
dx1 + . . .+

∂

∂xn
dxn

)2

u+
∂u

∂x1
d2x1 + . . .+

∂u

∂xn
d2xn . (3.5)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå íåÿâíûõ ôóíêöèé

1. Ïóñòü óðàâíåíèå F (x, y) = 0, ãäå F � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
ïåðåìåííûõ x è y, îïðåäåëÿåò y êàê ôóíêöèþ îò x, ò.å. íåÿâíóþ ôóíêöèþ
y = f(x) èëè y = y(x). Äèôôåðåíöèðóÿ ëåâóþ ÷àñòü òîæäåñòâà F (x, y(x)) ≡
0 êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé x, ïîëó÷èì

∂F

∂x
+
∂F

∂y
· dy
dx

= 0 , (3.6)

îòêóäà
dy

dx
= −F

′
x

F ′y
, (3.7)

åñëè F ′y 6= 0 â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå (x, y).
Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ âû÷èñëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì äèôôå-

ðåíöèðîâàíèåì (3.7) èëè (3.6).
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2. Ïóñòü óðàâíåíèå F (x1, . . . , xn, u) = 0, ãäå F � äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, u, îïðåäåëÿåò u êàê ôóíêöèþ íåçàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, ò.å. íåÿâíóþ ôóíêöèþ u = f(x1, . . . , xn) èëè
u = u(x1, . . . , xn). Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè F (x1, . . . , xn, u) ïî ïåðåìåí-
íîé xi ðàâíà

∂F

∂xi
+
∂F

∂u
· ∂u
∂xi

= 0, i = 1, n , (3.8)

îòêóäà
∂u

∂xi
= −

∂F

∂xi

∂F

∂u

, i = 1, n , (3.9).

åñëè
∂F

∂u
6= 0 â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå (x1, . . . , xn, u).

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u = f(x1, . . . , xn) ìîæíî íàéòè òàêæå
ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè F (x1, . . . , xn, u) è ïðè-
ðàâíèâàÿ åãî íóëþ:

n∑
i=1

∂F

∂xi
dxi +

∂F

∂u
du = 0 , (3.10)

îòêóäà

du = −

n∑
i=1

∂F

∂xi
dxi

∂F

∂u

. (3.11)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

du =
n∑

i=1

∂u

∂xi
dxi . (3.12)

Ñðàâíèâàÿ (3.11) è (3.12), ïîëó÷àåì

∂u

∂xi
= −

∂F

∂xi

∂F

∂u

, i = 1, n , (3.13)

åñëè
∂F

∂u
6= 0 â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå (x1, . . . , xn, u).

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ âû÷èñëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì (3.9) èëè (3.13).

3. Ïóñòü ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé{
F1 (x, y, u, v) = 0 ,
F2 (x, y, u, v) = 0 n (3.14)

èìååò ðåøåíèå x = x0, y = y0, u = u0, v = v0, ïðè÷åì ôóíêöèè F1 è F2

èìåþò â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0, u0, v0) íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî
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ïîðÿäêà è ÿêîáèàí

D(F1, F2)
D(u, v)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂F1

∂u

∂F1

∂v

∂F2

∂u

∂F2

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

â òî÷êå (x0, y0, u0, v0). Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0, u0, v0)
ñèñòåìà (3.14) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ ñèñòåìó íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
u(x, y) è v(x, y), èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì u(x0, y0) = u0, v(x0, y0) = v0. Äèôôåðåíöèàëû ýòèõ

ôóíêöèé du è dv

(
à çíà÷èò, è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂v

∂x
,
∂v

∂y

)
ìîæ-

íî íàéòè èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
∂F1

∂x
dx+

∂F1

∂y
dy +

∂F1

∂u
du+

∂F1

∂v
dv = 0 ,

∂F2

∂x
dx+

∂F2

∂y
dy +

∂F2

∂u
du+

∂F2

∂v
dv = 0 .

4. Ïóñòü z = f(x, y) � ôóíêöèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x è y çàäàíà
ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) è

D(x, y)
D(u, v)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

â îêðåñòíîñòè òî÷êè (u0, v0). Òîãäà äèôôåðåíöèàë dz ýòîé ôóíêöèè (à çíà-
÷èò, è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (u0, v0) ìîæíî íàéòè
èç ñèñòåìû óðàâíåíèé 

dx =
∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv ;

dy =
∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv ;

dz =
∂z

∂u
du+

∂z

∂v
dv .

Ïðèì å ðû ð åøåíè ÿ ç à ä à ÷

Ïðèìåð 3.1. Íàéòè
dz

dt
, åñëè z = e3x2+2y, ãäå x = cos t, y = t2 − 1, 5.

Ðåøåíèå.
1-é ñïîñîá: ïî ôîðìóëå (3.1)

dz

dt
=
∂z

∂x
· dx
dt

+
∂z

∂y
· dy
dt

= e3x2+2y6x (− sin t) + e3x2+2y · 2 · 2t =
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= e3 cos2 t+2t2−3 (4t− 6 cos t sin t) = e2t2−3 sin2 t (4t− 3 sin 2t) .

2-é ñïîñîá: âûðàçèâ z = z(t), ò.å. z = e3 cos2 t+2t2−3 = e2t2−3 sin2 t, èìååì
dz

dt
= e2t2−3 sin2 t (4t− 6 sin t cos t) = e2t2−3 sin2 t (4t− 3 sin 2t) .

Ïðèìåð 3.2. Íàéòè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u = f(x, xy, xyz),
ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Ðåøåíèå. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé àðãóìåíòîâ x, y
è z, ò.å. u = f(x1, x2, x3), ãäå x1 = x, x2 = xy, x3 = xyz, òîãäà

u′x = f ′x1
(x1)′x + f ′x2

(x2)′x + f ′x3
(x3)′x = f ′x1

+ yf ′x2
+ yzf ′x3

;
u′y = f ′x1

(x1)′y + f ′x2
(x2)′y + f ′x3

(x3)′y = xf ′x2
+ xzf ′x3

;
u′z = f ′x1

(x1)′z + f ′x2
(x2)′z + f ′x3

(x3)′z = xyf ′x3
.

Ïðèìåð 3.3. Íàéòè z′u è z′v, åñëè z = x2 ln y, x =
u

v
, y = u · v.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó (3.3):

∂z

∂u
=
∂z

∂x
· ∂x
∂u

+
∂z

∂y
· ∂y
∂u

= 2x ln y · 1
v

+
x2

y
· v =

u

v2
(2 ln(uv) + 1) ;

∂z

∂v
=
∂z

∂x
· ∂x
∂v

+
∂z

∂y
· ∂y
∂v

= 2x ln y
(
− u

v2

)
+
x2

y
u =

u2

v3
(1− 2 ln(uv)) .

Ïðèìåð 3.4. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = xyz + F
(
e

x
z , cos(x+ y + z)

)
, ãäå

F � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îá-
ëàñòè D, óäîâëåòâîðÿþùàÿ â òî÷êàõ ýòîé îáëàñòè óñëîâèþ (óðàâíåíèþ)

x
∂2u

∂x∂y
− (x+ z)

∂2u

∂y2
+ z

∂2u

∂y∂z
= 2xz .

Ðåøåíèå. Ââîäèì îáîçíà÷åíèÿ e
x
z = ξ, cos (x+ y + z) = η è ðàññìàòðèâàåì

u = xyz + F (ξ, η) êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, íàéäåì

∂u

∂y
= xz +

∂F

∂ξ
· ∂ξ
∂y

+
∂F

∂η
· ∂η
∂y

= xz +
∂F

∂ξ
· 0 +

∂F

∂η
(− sin (x+ y + z)) .

Â äàííîì ñëó÷àå
∂u

∂x
è
∂u

∂y
íàõîäèòü íå íàäî, òàê êàê íàì íóæíû

∂2u

∂x∂y
=

(
u′y

)′
x
,

∂2u

∂y2
=

(
u′y

)′
y
,

∂2u

∂y∂z
=

(
u′y

)′
z
.

Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà ýòîé ôóíêöèè

∂2u

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂u

∂y

)
= z − sin (x+ y + z)

(
∂2F

∂ξ∂η
· ∂ξ
∂x

+
∂2F

∂η2
· ∂η
∂x

)
−
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−∂F
∂η

cos (x+ y + z) = z − sin (x+ y + z)
(
F

′′

ηξe
x
z · 1

z
− F

′′

ηη sin (x+ y + z)
)
−

−F ′η cos (x+ y + z) ;

∂2u

∂y∂z
=

∂

∂z

(
∂u

∂y

)
= x−sin (x+ y + z)

(
F

′′

ηξe
x
z

(
− x

z2

)
− F

′′

ηη sin (x+ y + z)
)
−

− cos (x+ y + z)F ′η ;

∂2u

∂y2
= F

′′

ηξ · 0 + F
′′

ηη sin2 (x+ y + z)− F ′
η
cos (x+ y + z) .

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â çàäàííîå óñëîâèå (óðàâíåíèå), áó-
äåì èìåòü

xz − sin (x+ y + z) e
x
z
x

z
F

′′

ξη + x sin2 (x+ y + z)F
′′

ηη − x cos (x+ y + z)F ′η−

−x sin2 (x+ y + z)F
′′

ηη + x cos (x+ y + z)F ′η − z sin2 (x+ y + z)F
′′

ηη+

+z cos (x+ y + z)F ′η + xz +
x

z
e

x
z sin(x+ y + z)F

′′

ηξ + z sin2 (x+ y + z)F
′′

ηη−

−z cos (x+ y + z)F ′η = 2xz .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ F
′′

ξη = F
′′

ξη,
óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî. Ñëåäîâàòåëü-
íî, çàäàííàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óðàâíåíèþ.
Ïðèìåð 3.5. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = z(x, y), çàäàííîé
íåÿâíî x2y − y2z + xz = 0.
Ðåøåíèå.

1. Íåÿâíîå çàäàíèå ôóíêöèè ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü ê ÿâíîìó z =
x2y

y2 − x
, è

âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè äàííîé ôóíêöèè ñòàíîâèò-
ñÿ ÿñíûì áåç ïðîâåðêè óñëîâèé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ:

z′x =
2xy

(
y2 − x

)
− x2y(−1)

(y2 − x)2
=
xy

(
2y2 − x

)
(y2 − x)2

,

z′y =
x2

(
y2 − x

)
− x2y · 2y

(y2 − x)2
= −x

2(y2 + x)
(y2 − x)2

.

2. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì (3.9):

z′x = −F
′
x

F ′z
= −2xy + z

x− y2
, z′y = −

F ′y
F ′′

z

= −x
2 − 2yz
x− y2

.

3. Ìîæíî íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì òîæäåñòâà x2y− y2z(x, y) + xz(x, y) ≡ 0, ïîìíÿ, ÷òî z ôóíêöèÿ îò x
è y. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî x, íàõîäèì

2xy − y2z′x + z′x · x+ z = 0 , z′x = −2xy + z

x− y2
.
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Äèôôåðåíöèðóÿ ïî y, íàõîäèì x2−2yz−y2z′y +xz′y = 0 , z′y = −x
2 − 2yz
x− y2

.

Ïðèìåð 3.6. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ z, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì(
x2 + y2 + z2

)2 = y2 − z2, óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

2yz
∂z

∂x
− xz

∂z

∂y
+ xy = 0.

Ðåøåíèå.
Ïðèìåíèì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè ê

ôóíêöèè z, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì
(
x2 + y2 + z2

)2 − y2 + z2 = 0.
Íàõîäèì

∂z

∂x
= −

2
(
x2 + y2 + z2

)
· 2x

2 (x2 + y2 + z2) · 2z + 2z
= −

2x
(
x2 + y2 + z2

)
2z (x2 + y2 + z2) + z

;

∂z

∂y
= −

2
(
x2 + y2 + z2

)
2y − 2y

4z (x2 + y2 + z2) + 2z
= −

2y
(
x2 + y2 + z2

)
− y

2z (x2 + y2 + z2) + z
.

Ïðåîáðàçóÿ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
(
x2 + y2 + z2

)2 − y2 + z2 = 0 ñ ó÷åòîì

ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé äëÿ
∂z

∂x
è
∂z

∂y
, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíà îáðàùàåòñÿ â

íóëü:

−2yz
2x

(
x2 + y2 + z2

)
2z (x2 + y2 + z2) + z

+ xz
2y

(
x2 + y2 + z2

)
− y

2z (x2 + y2 + z2) + z
+ xy =

=
−4xy

(
x2 + y2 + z2

)
+ 2xy

(
x2 + y2 + z2

)
− xy + xy + 2xy

(
x2 + y2 + z2

)
2 (x2 + y2 + z2) + 1

= 0 .

Ïðèìåð 3.7. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ x2 + y2 + z2 = yϕ

(
z

y

)
óäîâëåòâîðÿåò

âûðàæåíèþ
(
y2 + z2 − x2

) ∂z
∂x

− 2xy
∂z

∂y
+ 2xz = 0 .

Ðåøåíèå. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå z′x è z′y ïî ïðàâèëàì äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè x2 + y2 + z2 − yϕ

(
z

y

)
= 0 :

z′x = − 2x
2z − yϕ′ · 1

y

, z′y = −
2y − ϕ− yϕ′

(
− z

y2

)
2z − yϕ′ 1y

.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â äàííîå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì

−2xy2 − 2xz2 + 2x3 + 4xy2 − 2xyϕ+ 2xy2 · z
y2 · ϕ′ + 4xz2 − 2xzϕ′

2z − ϕ′
=

=
2x

(
y2 + x2 + z2 − yϕ

)
2z − ϕ′

;
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â èñõîäíîì óðàâíåíèè yϕ = x2 + y2 + z2, òîãäà

2x
(
y2 + x2 + z2 − yϕ

)
2z − ϕ′

=
2x (yϕ− yϕ)

2z − ϕ′
= 0 .

Ïðèìåð 3.8. Íåÿâíûå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) îïðåäåëåíû ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé {

xy + uv = 1 ,
xv − yu = 3 .

Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ,
åñëè ïðè x = 1, y = −1 ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ: u = 1, v = 2.
Ðåøåíèå. Äèôôåðåíöèðóåì äàííóþ ñèñòåìó äâàæäû:{

ydx+ xdy + udv + vdu = 0 ,
xdv + vdx− ydu− udy = 0 .

Ïîñëå ïîâòîðíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó è ïîëó÷èì:{
2dxdy + 2dudv + ud2v + vd2u = 0 ,
2dxdv − 2dudv + xd2v − yd2u = 0 .

Ïðè x = 1, y = −1, u = 1 è v = 2 ïåðâàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä{
−dx+ dy + dv + 2du = 0 ,
2dx− dy + dv + du = 0 èëè

{
du = 3dx− 2dy ,
dv = −5dx+ 3dy .

Ñëåäîâàòåëüíî,
∂u

∂x
= 3,

∂u

∂y
= −2,

∂v

∂x
= −5,

∂v

∂y
= 3. Ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ

x, y, u è v, à òàêæå ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ du è dv èç âòîðîé ñèñòåìû
ïîëó÷èì: {

d2v + 2d2u = −2dxdy − 2 (3dx− 2dy) (3dy − 5dx) ;
d2v + d2u = 2dy (3dx− 2dy)− 2dx (3dy − 5dx) ,

îòêóäà

{
d2u = 4

(
5dx2 − 10dxdy + 4dy2

)
;

d2v = 10
(
−dx2 + 4dxdy − 2dy2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∂2u

∂x2
= 20,

∂2u

∂x∂y
= −20,

∂2u

∂y2
= 16,

∂2v

∂x2
= −10,

∂2v

∂x∂y
= 20,

∂2v

∂y2
= −20.

Ïðèìåð 3.9. Íàéòè d2u äëÿ ôóíêöèé: à) u = ln
√
x2 + y2; á) u = xyz.

Ðåøåíèå.

à) Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà äëÿ u =
1
2

ln
(
x2 + y2

)
:

∂u

∂x
=

1
2
· 2x
x2 + y2

=
x

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

y

x2 + y2
.
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Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäåì ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà:

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
=

1 ·
(
x2 + y2

)
− x · 2x

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
;

∂2u

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂u

∂x

)
=

−2xy
(x2 + y2)2

;
∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
;

∂2u

∂y2
=

∂

∂y

(
∂u

∂y

)
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.12), ïîëó÷èì:

d2u =

(
y2 − x2

) (
dx2 − dy2

)
− 4xydxdy

(x2 + y2)2
.

á) Íàéäåì äèôôåðåíöèàë 1-ãî ïîðÿäêà: du = yzdx+ xzdy + xydz ⇒

⇒ d2u = d (du) = d (yz) dx+ d (xz) dy + d (xy) dz =

= (zdy + ydz) dx+(xdz + zdx) dy+(xdy + ydx) dz = 2 (zdxdy + ydzdx+ xdydz) .

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ à ó ä è ò î ð íûõ ç à í ÿ ò è é

Èç ñáîðíèêà çàäà÷ [6]: 7.117-7.121 íå÷åòíûå; 7.129; 7.131; 7.141-7.147 íå÷åò-
íûå; 7.159; 7.165.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ñ àì î ñ ò î ÿ ò å ë ü í î é ð à á î òû

Èç ñáîðíèêà çàäà÷ [6]: 7.116-7.120 ÷åòíûå; 7.128; 7.130; 7.142- 7.146 ÷åòíûå;
7.166.

Ç à í ÿ ò è å ÷ å ò â å ð ò î å

Òåìà: "ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß ×ÀÑÒÍÛÕ
ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ (ÊÀÑÀÒÅËÜÍÀß ÏËÎÑÊÎÑÒÜ È ÍÎÐÌÀËÜ

Ê ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ). ÔÎÐÌÓËÀ ÒÅÉËÎÐÀ"

Îñí î â íû å ò å î ð å ò è ÷ å ñ ê è å ñ â å ä å í è ÿ

Êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê ïîâåðõíîñòè â åå òî÷êå (x0, y0, z0) (òî÷êà êà-
ñàíèÿ) íàçûâàþò ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ â ñåáå âñå êàñàòåëüíûå ê êðèâûì,
ïðîâåäåííûì íà ïîâåðõíîñòè ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè íàçûâàþò ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê êàñà-
òåëüíîé ïëîñêîñòè è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ.

Åñëè óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè çàäàíî â ôîðìå

F (x, y, z) = 0 , (4.1)

ãäå ôóíêöèÿ F (x, y, z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0, z0) èìååò íåïðåðûâíûå

ïðîèçâîäíûå, à â ñàìîé òî÷êå
∂F (x0, y0, z0)

∂z
6= 0, òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé

ïëîñêîñòè â òî÷êå (x0, y0, z0) èìååò âèä

F ′x(x0, y0, z0)(x−x0)+F ′y(x0, y0, z0)(y−y0)+F ′z(x0, y0, z0)(z−z0) = 0 . (4.2)
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Óðàâíåíèå íîðìàëè:

x− x0

F ′x(x0, y0, z0)
=

y − y0
F ′y(x0, y0, z0)

=
z − z0

F ′z(x0, y0, z0)
. (4.3)

Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû óãëîâ, îáðàçîâàííûõ íîðìàëüþ ñîîòâåòñòâåííî
ñ îñÿìè Ox, Oy, Oz, âû÷èñëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî ôîðìóëàì

cosα =
F ′x(x0, y0, z0)√

F ′2x (x0, y0, z0) + F ′2y (x0, y0, z0) + F ′2z (x0, y0, z0)
,

cosβ =
F ′y(x0, y0, z0)√

F ′2x (x0, y0, z0) + F ′2y (x0, y0, z0) + F ′2z (x0, y0, z0)
, (4.4)

cos γ =
F ′z(x0, y0, z0)√

F ′2x (x0, y0, z0) + F ′2y (x0, y0, z0) + F ′2z (x0, y0, z0)
.

Åñëè óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè çàäàíî â ÿâíîé ôîðìå

z = f(x, y) , (4.5)

òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå (x0, y0, z0) èìååò âèä

z − z0 = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0) , (4.6)

à óðàâíåíèå íîðìàëè �

x− x0

f ′x(x0, y0)
=

y − y0
f ′y(x0, y0)

=
z − z0
−1

. (4.7)

Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû óãëîâ, îáðàçîâàííûõ íîðìàëüþ ñîîòâåòñòâåííî ñ
îñÿìè Ox, Oy, Oz, âû÷èñëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî ôîðìóëàì

cosα =
−f ′x(x0, y0, z0)√

f ′2x (x0, y0, z0) + f ′2y (x0, y0, z0) + 1
,

cosβ =
−f ′y(x0, y0, z0)√

f ′2x (x0, y0, z0) + f ′2y (x0, y0, z0) + 1
, (4.8)

cos γ =
1√

f ′2x (x0, y0, z0) + f ′2y (x0, y0, z0) + 1
.

Åñëè ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ èìååò äîñòàòî÷íîå ÷èñëî íåïðå-
ðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè, òî ýòó ôóíêöèþ â
óêàçàííîé îêðåñòíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íåêîòîðîãî ìíî-
ãî÷ëåíà è îñòàòêà, êîòîðûé "ìàë"â îïðåäåëåííîì ñìûñëå.
Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà
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âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà m + 1 âêëþ-
÷èòåëüíî (m ≥ 0) â íåêîòîðîé δ - îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0). Òîãäà äëÿ

âñåõ ∆x è ∆y, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ρ =
√

∆x2 + ∆y2 < δ, ñóùåñòâóåò
òàêîå θ = θ(x0, y0,∆x,∆y,m), 0 < θ < 1, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(x0 + ∆x, y0 + ∆y) = f(x0, y0) +
1
1!

[
f ′x(x0, y0)∆x+ f ′y(x0, y0)∆y

]
+

+
1
2!

[
f

′′

xx(x0, y0)∆x2 + 2f
′′

xy(x0, y0)∆x∆y + f
′′

yy(x0, y0)∆y2
]

+ . . .+

+
1
m!

(
∂

∂x
∆x+

∂

∂y
∆y

)m

f(x0, y0) +Rm , (4.9)

ãäå Rm =
1

(m+ 1)!

(
∂

∂x
∆x+

∂

∂y
∆y

)(m+1)

f(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y) . (4.10)

Ôîðìóëó (4.9) íàçûâàþò ôîðìóëîé Òåéëîðà ïîðÿäêà m ñ öåíòðîì â òî÷-
êå (x0, y0) äëÿ ôóíêöèè f(x, y), à ôóíêöèþ Rm, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé
(4.10), - îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ôîðìóëû Òåéëîðà â ôîðìå Ëàãðàíæà.

Ôîðìóëà Òåéëîðà, çàïèñàííàÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëîâ ñ ó÷åòîì
∆x = dx, ∆y = dy èìååò âèä

f(x0 + dx, y0 + dy) = f(x0, y0) +
m∑

k=1

1
k!
dkf(x0, y0) +Rm , (4.11)

ãäå Rm =
1

(m+ 1)!
dm+1f(x0 + θdx, y0 + θdy) .

Ïðåäñòàâëåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû Òåéëîðà â ôîðìå

Rm = o(ρm)

íàçûâàþò åãî çàïèñüþ â ôîðìå Ïåàíî. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè x0 = 0, y0 = 0,
ôîðìóëó (4.9) íàçûâàþò ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà.

Ïðèì å ðû ð åøåíè ÿ ç à ä à ÷

Ïðèìåð 4.1. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà z = x2 − y2 â òî÷êå (2, 1, 3).
Ðåøåíèå. Ïðè ðåøåíèè èñïîëüçóåì ôîðìóëû (4.5)�(4.7). Íàéäåì êîýôôè-
öèåíòû:

A = z′x

∣∣∣
M

= 2x|M = 4 ; B = z′y

∣∣∣
M

= −2y
∣∣∣
M

= −2 ; C = −1 ,

çíà÷èò 4(x− 2)− 2(y− 1)− (z− 3) = 0 ⇒ 4x− 2y− z− 3 = 0 � óðàâíåíèå

êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè,
x− 2

4
=
y − 1
−2

=
z − 3
−1

� óðàâíåíèå íîðìàëè.
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Ïðèìåð 4.2. Ê ïîâåðõíîñòè xy + z2 + xz = 1 ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ
ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè x− y + 2z = 0.
Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà êàñàíèÿ èìååò êîîðäèíàòû M(x0, y0, z0), òîãäà

A1 = F ′x

∣∣∣
M

= (y + z)
∣∣∣
M

= y0 + z0 ; B1 = F ′y

∣∣∣
M

= x0 ;

C1 = F ′z

∣∣∣
M

= (2z + x)
∣∣∣
M

= 2z0 + x0 .

Èç óðàâíåíèÿ äàííîé ïëîñêîñòè x− y + 2z = 0 íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî
A2 = 1, B2 = −1, C2 = 2. Èç óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé:

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
èìååì

y0 + z0
1

=
x0

−1
=

2z0 + x0

2
.

Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êà M(x0, y0, z0) ïðèíàä-
ëåæèò ïîâåðõíîñòè

y0 + z0
1

=
x0

−1
x0

−1
=

2z0 + x0

2
x0y0 + z2

0 + x0z0 = 1

⇒


−y0 − z0 = x0

2x0 = −2z0 − x0

x0y0 + z2
0 + x0z0 = 1.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåì: x0 = −2
3
z0,

èç ïåðâîãî : y0 = −x0 − z0 =
2
3
z0 − z0 = −z0

3
, ïîäñòàâëÿÿ èõ â òðåòüå

óðàâíåíèå, íàõîäèì

2
9
z2
0 + z2

0 −
2
3
z2
0 = 1 ,

5
9
z2
0 = 1 , z0 = ± 3√

5
.

Èòàê, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò äâóõ òî÷åê êàñàíèÿ

M1

(
− 2√

5
;− 1√

5
;

3√
5

)
M2

(
2√
5
;

1√
5
;− 3√

5

)
.

Íàõîäèì êîýôôèöèåíòû:

A1 =
2√
5
, B1 = − 2√

5
, C1 =

4√
5

;

A2 = − 2√
5
, B2 =

2√
5
, C2 = − 4√

5
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé

−x+ y − 2z ±
√

10
2

= 0 .

Ïðèìåð 4.3. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî êàñàòåëüíîé ïëîñ-

êîñòè ê ïîâåðõíîñòè z = y tg
x

a
â òî÷êå M

(πa
4
, a, a

)
, a = const .
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Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Ïðèíÿâ âî âíèìà-
íèå

A = z′x

∣∣∣
M

= y · 1
a
· 1
cos2 x

a

∣∣∣
M

= 2 ; B = z′y

∣∣∣
M

= tg
x

a

∣∣∣
M

= 1 ; C = −1 ,

èìååì 2
(
x− πa

4

)
+ (y − a)− (z − a) = 0 èëè 2x+ y − z − πa

2
= 0.

Ïðèâåäåì ïîëó÷åííîå îáùåå óðàâíåíèå ê íîðìàëüíîìó âèäó:
x cosα+y cosβ+z cos γ−p = 0, ãäå cosα, cosβ, cos γ � íàïðàâëÿþùèå êîñèíó-
ñû, p � ðàññòîÿíèå ïëîñêîñòè îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàõîäèì íîðìèðóþùèé
ìíîæèòåëü µ, ïðè óìíîæåíèè íà êîòîðûé îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïðè-
íèìàåò íîðìàëüíûé âèä:

µ = +
1√

A2 +B2 + C2
= +

1√
6

;
2√
6
x+

1√
6
y − 1√

6
z − πa

2
√

6
= 0 ,

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ðàññòîÿíèå

p =
πa

2
√

6
=
πa
√

6
12

.

Ïðèìåð 4.4. Íàéòè íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè

x2

4
+
y2

16
− z2

1
= 1

â òî÷êå M(2,−4, 1).
Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ çàäàíà íåÿâíî, òîãäà

cosα =
F ′x(M)√

F ′2x (M) + F ′2y (M) + F ′2z (M)
; cosβ =

F ′y(M)√
F ′2x (M) + F ′2y (M) + F ′2z (M)

;

cos γ =
F ′z(M)√

F ′2x (M) + F ′2y (M) + F ′2z (M)
;

F ′x

∣∣∣
M

=
2x
4

∣∣∣
M

= 1 , F ′y

∣∣∣
M

=
2y
16

∣∣∣
M

= −1
2
, F ′z

∣∣∣
M

= −2z
∣∣∣
M

= −1 .

Òîãäà cosα =
1√

1 +
(
− 1

2

)2 + (−1)2
=

2
3
; cosβ = −1

3
; cos γ = −2

3
.

Ìîæíî íàéòè íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ

íîðìàëè:
x− 2

1
=
y + 4
−1/2

=
z − 1
−1

, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ~̀ =
{

1,−1
2
,−1

}
,

åãî îðò ~e0 =
{

2
3
,−1

3
,−2

3

}
, ïðîåêöèè îðòà è åñòü íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû.

Ïðèìåð 4.5. Äîêàçàòü, ÷òî êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè√
x+

√
y +

√
z =

√
a, ïðîâåäåííûå â ëþáîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè, îòñåêàþò íà
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êîîðäèíàòíûõ îñÿõ îòðåçêè, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà a.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M(x0, y0, z0). Íàõîäèì:

A = F ′x

∣∣∣
M

=
1

2
√
x

∣∣∣
M

=
1

2
√
x0

; B = F ′y

∣∣∣
M

=
1

2
√
y0

; C = F ′z

∣∣∣
M

=
1

2
√
z0

.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå M áóäåò òàêèì:

1
2
√
x0

(x− x0) =
1

2
√
y0

(y − y0) +
1

2
√
z0

(z − z0) = 0 èëè

1
√
x0
x+

1
√
y0
y +

1
√
z0
z − (

√
x0 +

√
y0 +

√
z0) = 0 .

Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê óðàâíåíèþ ïëîñ-
êîñòè "â îòðåçêàõ"; ó÷èòûâàÿ, ÷òî

√
x0 +

√
y0 +

√
z0 =

√
a, (x0, y0, z0) �

êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, èìååì

x
√
ax0

+
y

√
ay0

+
z

√
az0

= 1 ,

ãäå
√
ax0,

√
ay0,

√
az0 � îòðåçêè, îòñåêàåìûå ïëîñêîñòüþ íà ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ îñÿõ (îòðåçêè îòñ÷èòûâàþòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò). Ñóì-
ìà ýòèõ îòðåçêîâ ðàâíà a. Äåéñòâèòåëüíî,

√
ax0 +

√
ay0 +

√
az0 =

=
√
a

(√
x0 +

√
y0 +

√
z0

)
=

√
a
√
a = a, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð 4.6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ e

x

y ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ öåíòðîì ðàç-
ëîæåíèÿ â òî÷êå M(0; 1) äî ÷ëåíîâ 2-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.
Ðåøåíèå. Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî 2-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî:

f ′x = e

x

y · 1
y

; f ′y = − x

y2
e

x

y ; f
′′

xx =
1
y2
e

x

y ;

f
′′

xy = e

x

y

(
− x

y3

)
+ e

x

y

(
− 1
y2

)
; f

′′

yy = e

x

y · x
2

y4
+ e

x

y · 2x
y3

.

Â òî÷êå M0(0; 1) èìååì: f(M0) = 1, f ′x(M0) = 1, f ′y(M0) = 0, f
′′

xx(M0) = 1,
f

′′

xy(M0) = −1, f
′′

yy(M0) = 0 .

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.5) ïðè ∆x = x − x0, ∆y − y − y0 = y − 1 ïîëó÷èì:
ex/y = 1 + x + 1

2x
2 − x(y − 1) + R2, ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ïåàíî

R2 = o
(
x2 + (y − 1)2

)
.

Ïðèìåð 4.7. Ôóíêöèþ f(x, y) = x3 + 5xy2 + 10xy + 2x − 4 ðàçëîæèòü ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè M(1;−2).
Ðåøåíèå. Íàõîäèì f(M) = −1, ∆x = x − 1, ∆y = y + 2. Äàëåå, íàõîäèì
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è âû÷èñëÿåì èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå M :

f ′x =
(
3x2 + 5y2 + 10y + 2

)∣∣∣
M

= 5; f ′y = (10xy + 10x)
∣∣∣
M

= −10;
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f
′′

xx = 6x
∣∣∣
M

= 6; f
′′

xy = (10y + 10)
∣∣∣
M

= −10; f
′′

yy = 10x
∣∣∣
M

= 10; f
′′′

xxx = 6;

f
′′′

xyy = 10; f
′′′

yxx = 0; f
′′′

yyy = 0 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå:

f(x, y) = −1 + 5(x− 1)− 10(y + 2) +
1
2

(
6(x− 1)2 − 2 · 10(x− 1)(y + 2)+

+10(y + 2)2
)

+
1
6

(
6(x− 1)3 + 30(x− 1)(y + 2)2

)
.

Ïðèìåð 4.8. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî çíà÷åíèå a = 1, 042,02.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì a êàê çíà÷åíèå ôóíêöèè z = xy â òî÷êå (1, 04; 2, 02).
Â êà÷åñòâå îïîðíîé òî÷êè âûáåðåì òî÷êó (1; 2). Âû÷èñëÿåì: ∆x = x− x0 =
0, 4, ∆y = 2, 02− 2 = 0, 02. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó (4.9) ïðè m = 1 :

xy

∣∣∣∣∣ x = 1, 04
y = 2, 02

≈ xy

∣∣∣∣∣ x = 1
y = 2

+

∂z

∂x

∣∣∣∣∣ x = 1
y = 2

∆x+
∂z

∂y

∣∣∣∣∣ x = 1
y = 2

∆y

 =

= 1 + (yx)y−1

∣∣∣∣∣ x = 1
y = 2

· 0, 4 + (xy · lnx)

∣∣∣∣∣ x = 1
y = 2

· 0, 02 = 1, 08 .

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ à ó ä è ò î ð íûõ ç à í ÿ ò è é

Èç ñáîðíèêà çàäà÷ [6]: 7.179; 7.181; 7.232; 7.233(à); 7.239 (à); 7.95.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ñ àì î ñ ò î ÿ ò å ë ü í î é ð à á î òû

Èç ñáîðíèêà çàäà÷ [6]: 7.178; 7.182; 7.233 (á,â); 7.239 (á); 7.96.

Ç à í ÿ ò è å ï ÿ ò î å

Òåìà: "ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÛ ÔÓÍÊÖÈÉ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ.
ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÄËß ÒÎ×ÅÊ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÀ.

ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÄËß ÒÎ×ÅÊ ÑÒÐÎÃÎÃÎ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÀ"

Îñí î â íû å ò å î ð å ò è ÷ å ñ ê è å ñ â å ä å í è ÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x), x = (x1, . . . , xn) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå
D ⊂ Rn. Òî÷êó x(0) ∈ D íàçûâàþò òî÷êîé ñòðîãîãî ìàêñèìóìà (ñî-
îòâåòñòâåííî ñòðîãîãî ìèíèìóìà ), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü
V

(
x(0)

)
òî÷êè x(0), ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ V

(
x(0)

) ⋂
D, x 6= x(0), âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî f(x) < f(x(0)) (ñîîòâåòñòâåííî íåðàâåíñòâî f(x) > f(x(0))) (ñì.
ðèñ. 5.1 äëÿ ôóíêöèè z = f(x, y)).
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Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà ñòðîãîãî ìàêñèìóìà (ñîîòâåòñòâåííî ñòðîãîãî ìè-
íèìóìà) õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ∆u = f(x)− f(x(0)) < 0 (ñîîòâåòñòâåííî
∆u = f(x)− f(x(0)) > 0) ïðè âñåõ x ∈ V

(
x(0)

) ⋂
D, x 6= x(0).

Åñëè æå äëÿ òî÷êè x(0) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V
(
x(0)

)
, ÷òî ïðè

âñåõ x ∈ V
(
x(0)

) ⋂
D âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(x) ≤ f(x(0)) (ñîîòâåòñòâåííî

f(x) ≥ f(x(0)) ), òî x(0) íàçûâàþò ïðîñòî òî÷êîé ìàêñèìóìà (ñîîòâåòñòâåí-
íî ìèíèìóìà).

Òî÷êè ñòðîãîãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ôóíêöèè íàçûâàþò òî÷êàìè
ñòðîãîãî ýêñòðåìóìà. Çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) â òî÷êå ìàêñèìóìà (ìèíè-
ìóìà) íàçûâàþò ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì) ýòîé ôóíêöèè.
Ò å î ð å ì à 5.1. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f(x), x = (x1, . . . , xn) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè x(0); åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x) è åñëè â íåé

ñóùåñòâóåò êàêàÿ-ëèáî èç ïðîèçâîäíûõ
∂f

∂xj
, j = 1, n, òî îíà ðàâíà íóëþ,

ò.å.
∂f(x(0))
∂xj

= 0 . (5.1)

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ýêñòðåìóìà x(0), òî â ýòîé

òî÷êå ñóùåñòâóþò âñå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂xi
, i = 1, n, è ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1 âñå

îíè ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó è

du
(
x(0)

)
=

n∑
i=1

∂f(x(0))
∂xi

dxi = 0 . (5.2)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x(0) ∈ Rn. Åñëè

du(x(0)) = 0 èëè
∂f(x(0))
∂xi

= 0, i = 1, n òî x(0) íàçûâàþò ñòàöèîíàðíîé

òî÷êîé ôóíêöèè f(x).
Ò å î ð å ì à 5.2. ( Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîãî ýêñòðåìó-
ìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
âòîðîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x(0). Ïóñòü x(0) ÿâëÿåòñÿ
ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè f(x), òîãäà åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A (dx1, . . . , dxn) =
n∑

i,j=1

∂2f(x(0))
∂xi∂xj

dxidxj , (5.3)

ò.å. âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x(0), ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåíà (îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà), òî x(0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ìèíè-
ìóìà (ñîîòâåòñòâåííî ñòðîãîãî ìàêñèìóìà); åñëè æå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
(5.3) çíàêîïåðåìåííà, òî â òî÷êå x(0) íåò ýêñòðåìóìà.

×òîáû óñòàíîâèòü, áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ò.å. âòîðîé äèôôåðåí-
öèàë ôóíêöèè â òî÷êå x(0) ïîëîæèòåëüíî èëè îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé,
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ïðèìåíÿþò êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû.

Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x) = A(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

aijxixj , (5.4)

ó êîòîðîé aij = aji, i, j = 1, n áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

a11 > 0 ,
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ > 0 , . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0 . (5.5)

Ñ ë å ä ñ ò â è å. (Êðèòåðèé îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè). Äëÿ
òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (5.4) áûëà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

a11 < 0 ,
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ > 0 , . . . , (−1)n ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0 .

(5.6)

Ñëó÷àé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0), êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ñòàöèîíàðíîé äëÿ f(x, y), ò.å. â íåé

f ′x(x0, y0) = 0 , f ′y(x0, y0) = 0 . (5.7)

Òîãäà, åñëè â (x0, y0)

f
′′

xx(x0, y0) · f
′′

yy(x0, y0)− f
′′2
xy (x0, y0) > 0 , (5.8)

òî îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ýêñòðåìóìà, à èìåííî ñòðîãîãî ìèíèìóìà,
åñëè

f
′′

xx(x0, y0) > 0 , (5.9)

è ñòðîãîãî ìàêñèìóìà, åñëè

f
′′

xx(x0, y0) < 0 . (5.10)

Åñëè æå â òî÷êå (x0, y0)

f
′′

xx(x0, y0) · f
′′

yy(x0, y0)− f
′′2
xy (x0, y0) < 0 , (5.11)
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òî ýêñòðåìóìà â íåé íåò.
Íàêîíåö, êîãäà

f
′′

xx(x0, y0) · f
′′

yy(x0, y0)− f
′′2
xy (x0, y0) = 0 , (5.12)

âîçìîæíî, êàê íàëè÷èå â òî÷êå (x0, y0) ýêñòðåìóìà, òàê è åãî îòñóòñòâèå.
×àñòî èñïîëüçóþò òàêæå îáîçíà÷åíèÿ:

A = f
′′

xx(x0, y0) , B = f
′′

xy(x0, y0) , C = f
′′

yy(x0, y0) , ∆ = AC −B2 . (5.13)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ: òî÷êà (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèè f(x, y), åñëè

∆ = AC −B2 > 0 , A > 0 ; (5.14)

òî÷êà (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ìàêñèìóìà, åñëè

∆ = AC −B2 > 0 , A < 0 ; (5.15)

òî÷êà (x0, y0) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà, åñëè

∆ = AC −B2 < 0 ; (5.16)

â ñëó÷àå, êîãäà ∆ = AC−B2 = 0, íàäî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâà-
íèå (ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî (x0, y0) � òî÷êà ýêñòðåìóìà, è ìîæåò ñëó÷èòüñÿ,
÷òî (x0, y0) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà).

Ïðèì å ðû ð åøåíè ÿ ç à ä à ÷

Ïðèìåð 5.1. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = 3 + 2x− x2 − y2.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Íàõîäèì ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå: z′x = 2− 2x, z′y = −2y. Ðåøàÿ ñèñòåìó{

z′x = 0;
z′y = 0 ⇒

{
1− x = 0;
y = 0 ,

íàõîäèì êîîðäèíàòû ñòàöèîíàðíîé òî÷êè M(1, 0). ×òîáû âûÿâèòü, ðåàëè-
çóåòñÿ ëè â íàéäåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ýêñòðåìóì äàííîé ôóíêöèè, èñ-
ïîëüçóåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà: z

′′

xx = −2, z
′′

xy = 0, z
′′

yy = −2,

∆ = z
′′

xx · z
′′

yy − z
′′2
xy = (−2) · (−2)− 0 > 0 ,

ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå M(1, 0) ñóùåñòâóåò ýêñòðåìóì, à òàê êàê z
′′

xx

∣∣∣
M
< 0,

òî ýêñòðåìóì åñòü ìàêñèìóì. Èòàê, zmax

∣∣∣
M

= 4.
Ïðèìåð 5.2. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ

z = x3 = 3xy2 − 51x− 12y2.
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Ðåøåíèå. Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà è ñîñòàâëÿåì ñèñòå-

ìó óðàâíåíèé:
∂z

∂x
= 3x2 + 3y2 − 51 ,

∂z

∂y
= 6xy − 24y,

{
3x2 + 3y2 − 51 = 0
6xy − 24y = 0 ⇒

{
x2 + y2 = 17
y(x− 4) = 0 .

Ïðè y = 0, x2 = 17, à ïðè x = 4, y2 = 1. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè èìåþò
êîîðäèíàòû: M1(4, 1) ; M2(4,−1) ; M3(

√
17, 0) ; M4(−

√
17, 0) .

Íàõîäèì ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà:

∂2z

∂x2
= 6x ,

∂2z

∂x∂y
= 6y ,

∂2z

∂y2
= 6x− 24 .

Äëÿ òî÷êè M1(4, 1):

A1 = z
′′

xx

∣∣∣
M1

= 6x
∣∣∣
M1

= 24 , B1 = z
′′

xy

∣∣∣
M1

= 6y
∣∣∣
M1

= 6 ,

C1 = z
′′

yy

∣∣∣
M1

= (6x− 24)
∣∣∣
M1

= 0 ⇒ ∆ = A1C1 −B2
1 = 0− 36 < 0 ,

ñëåäîâàòåëüíî, ýêñòðåìóìà â òî÷êå M1 äàííàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò.
Äëÿ òî÷êè M2(4,−1):

A2 = z
′′

xx

∣∣∣
M2

= 6x
∣∣∣
M2

= 24 , B2 = z
′′

xy

∣∣∣
M2

= 6y
∣∣∣
M2

= −6 ,

C2 = z
′′

yy

∣∣∣
M2

= (6x− 24)
∣∣∣
M2

= 0 ⇒ ∆ = A2C2 −B2 < 0 ,

ñëåäîâàòåëüíî, ýêñòðåìóìà â òî÷êå M2 ôóíêöèÿ íå èìååò.
Äëÿ òî÷êè M3(

√
17, 0): A3 = 6

√
17, B3 = 0, C3 = 6

√
17− 24 ⇒

⇒ ∆ = A3C3 − B2
3 = 6

√
17

(
6
√

17− 24
)
− 0 > 0, ò.å. ýêñòðåìóì ôóíêöèè â

òî÷êå M3 ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì, òàê êàê A3 = 6
√

17 > 0:

zmin(
√

17, 0) =
√

1717− 51
√

17 = −34
√

17 .

Äëÿ òî÷êè M4(−
√

17, 0): A4 = −6
√

17, B4 = 0, C4 = −6
√

17− 24 ⇒
⇒ ∆ = A4C4−B2

4 = −6
√

17(−6
√

17− 24)− 0 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, ýêñòðåìóì
ôóíêöèè â òî÷êå M4 ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì, òàê êàê A4 < 0:

zmax(−
√

17, 0) = −
√

1717 + 51
√

17 = 34
√

17 .

Ïðèìåð 5.3. Íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè z, çàäàííîé íåÿâíî

x2 + y2 + z2 − 2x+ 2y − 8z + 9 = 0 .

Ðåøåíèå. Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

z′x = −2x− 2
2z − 8

, z′y = −2y + 2
2z − 8
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(ïðè z = 4 ïðîèçâîäíûå íå ñóùåñòâóþò; åñëè z = 4, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå
ïðèìåò âèä (x − 1)2 + (y + 1)2 = 9, ò.å. çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïî ëèíèè ýòîé
îêðóæíîñòè ðàâíû 4) è ðåøàåì ñèñòåìó: x− 1 = 0 ,

y + 1 = 0 ,
x2 + y2 + z2 − 2x+ 2y − 8z + 9 = 0 .

Ïðè x = 1, y = −1 3-å óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

z2 − 8z + 7 = 0 ⇒ z1,2 = 4±
√

16− 7 ⇒ z1 = 1 , z2 = 7 .

Ïîëó÷èëè äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè: M1(1,−1, 1), M2(1,−1, 7). Íàõîäèì
âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

z
′′

xx = −2 (2z − 8)− (2x− 2) · 2z′x
(2z − 8)2

= − (z − 4− x · z′x + z′x)
(z − 4)2

;

z
′′

xy = −
−(x− 1)z′y

(z − 4)2
; z

′′

yy = −
(z − 4)− (y + 1)z′y

(z − 4)2
.

Â òî÷êå M1(1,−1, 1): A1 = z
′′

xx

∣∣∣
M1

=
1
3
, B1 = z

′′

xy

∣∣∣
M1

= 0,

C1 = z
′′

yy

∣∣∣
M1

=
1
3
, ∆ =

1
9
− 0 > 0, ò.å. ýêñòðåìóì ôóíêöèè â òî÷êå

M1 ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì, zmin(1,−1) = 1.

Äëÿ òî÷êè M2(1,−1, 7): A2 = z
′′

xx

∣∣∣
M2

= −1
3
, B2 = z

′′

xy

∣∣∣
M2

= 0,

C2 = z
′′

yy

∣∣∣
M2

= −1
3
, ∆ > 0, ñëåäîâàòåëüíî, ýêñòðåìóì ôóíêöèè â òî÷êå M2

ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì, òàê êàê A2 < 0: zmax(1,−1) = 7.
Îòìåòèì: èñõîäíîå óðàâíåíèå çàäàåò äâå ôóíêöèè

z1,2 = 4±
√

9− (x− 1)2 − (y + 1)2 ,

îïðåäåëåííûå â êðóãå (x − 1)2 + (y + 1)2 ≤ 9. Â òî÷êàõ ãðàíèöû êðóãà îáå
ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèå z = 4, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì äëÿ
ïåðâîé ôóíêöèè è íàèáîëüøèì äëÿ âòîðîé.
Ïðèìåð 5.4. Íàéòè òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

u = 2x2 − xy + 2xz − y + y3 + z2 .

Ðåøåíèå. Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

u′x = 4x− y + 2z , u′y = −x− 1 + 3y2 , u′z = 2x+ 2z .

Ïðèðàâíèâàÿ u′x, u
′
y, u

′
z íóëþ è ðåøàÿ ñèñòåìó 4x− y + 2z = 0 ,

−x+ 3y2 = 1 ,
x+ z = 0 ;

⇒

 2x− y = 0 ,
−x+ 3y2 = 1 ,
z = −x ,
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ïîëó÷àåì äâå òî÷êè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà: M1

(
2
3
,
2
3
,−1

3

)
è

M2

(
−1

4
,−1

2
,
1
4

)
.

×òîáû èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, íàõîäèì âòîðûå ïðîèçâîäíûå:
u

′′

xx = 4, u
′′

xy = −1, u
′′

xz = 2, u
′′

yy = 6y, u
′′

zz = 2, u
′′

yz = 0, u
′′

xz = 2.
Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ 2-ãî ïîðÿäêà â òî÷êå M1 ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåí-

òàìè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû d2u(M1) îò ïåðåìåííûõ dx, dy, dz.
Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò âèä:

A =

 4 −1 2
−1 4 0
2 0 2

 ,

ãëàâíûå ìèíîðû

a11 = 4 > 0 ,
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 4 −1
−1 4

∣∣∣∣ = 15 > 0 ,

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
4 −1 2
−1 4 0
2 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 14 > 0 .

Ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà d2u(M1) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðà-
òè÷íàÿ ôîðìà ïåðåìåííûõ dx, dy, dz, ñëåäîâàòåëüíî, â â òî÷êåM1 ôóíêöèÿ
èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì:

u(M1) = u

(
1
3
,
2
3
,−1

3

)
= −19

72
.

Âûÿâèì, ðåàëèçóåòñÿ ëè ýêñòðåìóì ôóíêöèè â òî÷êå M2.
Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò âèä:

A =

 4 −1 2
−1 −3 0

2 0 2

 ,

ãëàâíûå ìèíîðû

a11 = 4 > 0 ,
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 4 −1
−1 −3

∣∣∣∣ = −13 < 0 ,

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
4 −1 2

−1 −3 0
2 0 2

∣∣∣∣∣∣ = −14 < 0 .

Çíà÷èò d2u(M2) íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå M2 ôóíêöèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà íå èìååò.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ à ó ä è ò î ð íûõ ç à í ÿ ò è é
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Èç ñáîðíèêà çàäà÷ [6]: 7.187; 7.191�7.195 íå÷åòíûå.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ñ àì î ñ ò î ÿ ò å ë ü í î é ð à á î òû

Èç ñáîðíèêà çàäà÷ [6]: 7.188�7.194 ÷åòíûå.

Ç à í ÿ ò è å øå ñ ò î å

Òåìà: "ÓÑËÎÂÍÛÅ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÛ. ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß
ÄËß ÒÎ×ÅÊ ÓÑËÎÂÍÎÃÎ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÀ(ÌÅÒÎÄ ÌÍÎÆÈÒÅËÅÉ
ËÀÃÐÀÍÆÀ). ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÄËß ÒÎ×ÅÊ ÑÒÐÎÃÎÃÎ
ÓÑËÎÂÍÎÃÎ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÀ. ÀÁÑÎËÞÒÍÛÅ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÛ.
ÍÀÈÁÎËÜØÅÅ È ÍÀÈÌÅÍÜØÅÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÈ"

Îñí î â íû å ò å î ð å ò è ÷ å ñ ê è å ñ â å ä å í è ÿ

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè n+m ïåðåìåííûõ:

u = f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) (6.1)

ïðè íàëè÷èè m óñëîâèé (óðàâíåíèé) ñâÿçè

Fs(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0, s = 1,m . (6.2)

Ïåðåìåííûå x1, . . . , xn, âõîäÿùèå â f , F1, . . ., Fm (áåç íàðóøåíèÿ
îáùíîñòè), ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, à ïåðåìåííûå y1, . . . , ym ñ÷èòàþò-
ñÿ ôóíêöèÿìè ýòèõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíê-
öèè f , F1, . . ., Fm, äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè

M0(x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n , y

(0)
1 , . . . , y

(0)
m ) è èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

2-ãî ïîðÿäêà â ñàìîé òî÷êå M0, à ÿêîáèàí

D(F1, . . . , Fm)
D(y1, . . . , ym)

6= 0 .

Òî÷êó M0(x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n , y

(0)
1 , . . . , y

(0)
m ), êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿ-

þò óðàâíåíèÿì (6.2), íàçûâàþò òî÷êîé ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ìèíèìóìà
(ìàêñèìóìà), åñëè â ïðîñòðàíñòâå Rn+m ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè M0

òàêàÿ, ÷òî ∀M èç ýòîé îêðåñòíîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèÿì ñâÿçè (6.2), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(M) ≥ f(M0) (f(M) ≤ f(M0)) . (6.3)

Åñëè â (6.3) âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

f(M) > f(M0) (f(M) < f(M0)) , M 6= M0 , (6.4)

òî òî÷êó M0 íàçûâàþò òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ìèíèìóìà
(ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ìàêñèìóìà).

Òî÷êó ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà íàçûâàþò òî÷-
êîé ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

Çíà÷åíèå ôóíêöèè u = f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) â òî÷êå óñëîâíîãî
ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) íàçûâàþò óñëîâíûì ìèíèìóìîì (ìàêñèìóìîì)
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ýòîé ôóíêöèè.
Ò å î ð å ì à 6.1. (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ òî-
÷åê óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà (ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-

æà)). Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà M0(x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n , y

(0)
1 , . . . , y

(0)
m ) áû-

ëà òî÷êîé ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì (óðàâíåíèÿì):

∂L

∂xi
=

∂f

∂xi
+

m∑
s=1

λs
∂Fs

∂xi
= 0 , i = 1, n ;

∂L

∂yj
=

∂f

∂yj
+

m∑
s=1

λs
∂Fs

∂yj
= 0 , j = 1,m ; (6.5)

∂L

∂λs
= Fs(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0, s = 1,m ,

ãäå âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

L(M,λ) = L (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, λ1, . . . , λm) = f(M) +
m∑

s=1

λsFs(M) ,

λ = (λ1, . . . , λm) .

Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò ôóíêöèåé Ëàãðàíæà, à âõîäÿùèå â íåå äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà λ1, . . . , λm � ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Ñèñòåìà (6.5) ñîäåðæèò n + 2m óðàâíåíèé ñ n + 2m íåèçâåñòíûìè
x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, λ1, . . . , λm, îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ìíîæèòåëè Ëà-
ãðàíæà λ1, . . . , λm, ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L(M,λ) òàêæå
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïðè ýòîì ðåøåíèå ñèñòåìû (6.5) îòíîñèòåëüíî

x1, . . . , xn, y1, . . . , ym äàåò òî÷êó M0(x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n , y

(0)
1 , . . . , y

(0)
m ), êîòîðàÿ áó-

äåò ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ïðè íàëè÷èè ñâÿ-
çåé (6.2). Òî÷êè ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà íàõîäÿòñÿ ñðåäè ñòà-
öèîíàðíûõ òî÷åê. Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì
ñâîäèòñÿ (ðåäóöèðóåòñÿ) ê çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì

ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(M,λ) = f(M) +
m∑

s=1
λsFs(M).

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òî÷åê ñòðîãîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìó-
ìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M0 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(M) ïðè íà-
ëè÷èè ñâÿçåé (6.2). Èç êîíñòðóêöèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(µ, λ) âèäíî, ÷òî
ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé (6.2) ýêñòðåìóìû ôóíêöèé f(M) è L(M,λ) ñîâïàäàþò,
ïîñêîëüêó ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé (6.2)

f(M)− f(M0) = L(M,λ)− L(M0, λ0) .

Íî òîãäà, êàê ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè f íà áåç-
óñëîâíûé ýêñòðåìóì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â
òî÷êå M0 ó ôóíêöèè f(M) ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé (6.2) íàäî ñîãëàñíî òåîðåìå
5.2 ê óñëîâèÿì (6.5) ïðèñîåäèíèòü òðåáîâàíèå çíàêîîïðåäåëåííîñòè â ýòîé
òî÷êå 2-ãî äèôôåðåíöèàëà d2L(M,λ) ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(M,λ).
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Ïðè ýòîì ìû ìîæåì êîíñòàòèðîâàòü íàëè÷èå â òî÷êåM0 ìèíèìóìà, åñëè
ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé (6.2) d2L(M0, λ0) > 0 è ìàêñèìóìà, åñëè d2L(M0, λ0) <
0.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà d2L(M0, λ0) íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé, çàìåòèì,
÷òî ïîñêîëüêó íàì òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü çíàêîîïðåäåëåííîñòü d2L(M0, λ0)
ëèøü ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé (6.2), òî ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé ñëåäóåò â
ôîðìóëó

d2L =
(

∂

∂x1
dx1 + . . .+

∂

∂xn
dxn +

∂

∂y1
dy1 + . . .+

∂

∂ym
dym

)2

L ,

â êîòîðîé ó÷òåíû
∂L

∂y1
= 0, . . .,

∂L

∂ym
= 0, ïîäñòàâèòü âìåñòî dy1, . . . , dym èõ

çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå èç ñèñòåìû

∂Fs

∂x1
dx1 + . . .+

∂Fs

∂xn
dxn +

∂Fs

∂y1
dy1 + . . .+

∂Fs

∂ym
dym = 0 , s = 1,m.

Ïîñëå ýòîãî ñëåäóåò èçó÷èòü âîïðîñ î çíàêîîïðåäåëåííîñòè d2L â äàííîé
òî÷êå M0.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x), x = (x1, . . . , xn) äèôôåðåíöèðóåìà â îãðàíè÷åííîé
çàìêíóòîé îáëàñòè D, òî îíà äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî (íàèìåíüøå-
ãî) çíà÷åíèÿ èëè â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå èëè â ãðàíè÷íîé òî÷êå îáëàñòè.
Ïðè ýòîì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëà-
ñòè íàçûâàþò òàêæå àáñîëþòíûì ìàêñèìóìîì, à íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �
àáñîëþòíûì ìèíèìóìîì.

×òîáû íàéòè àáñîëþòíûé ìàêñèìóì è àáñîëþòíûé ìèíèìóì ôóíêöèè
â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè, íàäî íàéòè âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè
ôóíêöèè â îáëàñòè D (îòêðûòîå ìíîæåñòâî), âû÷èñëèòü â íèõ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè è âûáðàòü òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è
íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ èç âñåõ çíà÷åíèé â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ. Ïîñëå ýòîãî
ñëåäóåò ñðàâíèòü ýòè çíà÷åíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ
íà ãðàíèöå D, íàéäÿ íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà
ãðàíèöå îáëàñòè D (ñòàöèîíàðíûå òî÷êè â D è íà ãðàíèöå D íàõîäÿòñÿ èç
íåîáõîäèìûõ óñëîâèé äëÿ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî áåçóñëîâíîãî è óñëîâíîãî
ýêñòðåìóìà).

Â ñëó÷àå, êîãäà D � ïëîñêàÿ îáëàñòü è åå ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ êðèâîé, çà-
äàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè x = x(t), y = y(t), α ≤ t ≤ β, âîïðîñ î íàõîæäåíèè
ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x, y) íà ãðàíèöå D ñâîäèòñÿ ê èññëå-
äîâàíèþ íà ýêñòðåìóì ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî f (x(t), y(t)).

Ïðèì å ðû ð åøåíè ÿ ç à ä à ÷

Ïðèìåð 6.1. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = x2 +y2 ïðè óñëîâèè
x+ 3y − 1 = 0.
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Ðåøåíèå.
1-é ñïîñîá. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L = x2 + y2 + λ(x + 3y − 1) è
èññëåäóåì åå íà ýêñòðåìóì: L′x = 2x+ λ, L′y = 2y + 3λ, L′λ = x+ 3y − 1,

 2x+ λ = 0 ,
2y + 3λ = 0 ,⇒
x+ 3y − 1 = 0


x = −λ

2
,

y = −3λ
2
,⇒

x+ 3y − 1 = 0


x =

1
10

,

y =
3
10

,

λ = −1
5
.

Íàéäåì ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà è çàïèøåì äèôôåðåíöèàë d2L(x, y)

ïðè λ = −1
5
: L

′′

xx = 2, L
′′

xy = 0, L
′′

yy = 2, d2L = 2dx2 + 2dy2 > 0.

Òàê êàê d2L > 0, òî ôóíêöèÿ z = x2 + y2 ïðè äàííîì óðàâíåíèè

ñâÿçè x + 3y = 1 èìååò â òî÷êå M

(
1
10
,

3
10

)
óñëîâíûé ìèíèìóì, ò.å.

zmin = z

(
1
10
,

3
10

)
=

1
10

.

2-é ñïîñîá. Íàéäåì óñëîâíûé ýêñòðåìóì ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ. Èç óðàâ-
íåíèÿ ñâÿçè x = 1− 3y, òîãäà z(1− 3y, y) = z̃(y) = (1− 3y)2 + y2.

Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ýòîé ôóíêöèè :

z̃′ = ((1− 3y)2 + y2)′ = (1− 6y + 10y2)′ = −6 + 20y , z̃′ = 0 ïðè y =
3
10

.

Ýêñòðåìóì ôóíêöèè z̃(y) ìîæåò áûòü òîëüêî â òî÷êå y =
3
10
. ×òîáû

âûÿâèòü ðåàëèçóåòñÿ ëè ýêñòðåìóì â ýòîé òî÷êå, èñïîëüçóåì âòîðîé äîñòà-

òî÷íûé ïðèçíàê: z
′′

= 20 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè y =
3
10

ôóíêöèÿ z̃(y)
èìååò ìèíèìóì.

Èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè x = 1 − 3y íàéäåì x ïðè y =
3
10
. Òàêèì îáðà-

çîì, òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà èìååò êîîðäèíàòû(
1
10
,

3
10

)
ïðè ýòîì óñëîâíûé ìèíèìóì ôóíêöèè z(x, y) = x2 + y2 ïðè óñëî-

âèè x+ 3y − 1 = 0 èìååò çíà÷åíèå zmin = z

(
1
10
,

3
10

)
=

1
10
.

Ïðèìåð 6.2. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ

u = x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
m , (6.6)

ïðè óñëîâèè
x1 + x2 + . . .+ xm + 1 = 0 . (6.7)

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L = x2
1 + . . .+ x2

m + λ (x1 + . . .+ xm + 1) . (6.8)

Èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ (6.5) ñóùåñòâîâàíèÿ ó èññëåäóåìîé
ôóíêöèè (6.6) ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, íàéäåì åå ñòàöèîíàðíûå
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òî÷êè ïðè íàëè÷èè óðàâíåíèÿ ñâÿçè (6.7):

∂L

∂x1
= 2x1 + λ = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . .

∂L

∂xm
= 2xm + λ = 0 ,

∂L

∂λ
= x1 + x2 + . . .+ xm + 1 = 0 .

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì

x1 = − 1
m

, x2 = − 1
m

, . . . , xm = − 1
m

, λ =
2
m

.

Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ôóíêöèÿ (6.6) ïðè íàëè÷èè ñâÿçè (6.7) èìååò
åäèíñòâåííóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó

M0

(
− 1
m
,− 1

m
, . . . ,− 1

m

)
,

êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ =
2
m
.

×òîáû âûÿâèòü, ðåàëèçóåòñÿ ëè â íàéäåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ëîêàëü-
íûé óñëîâíûé ýêñòðåìóì äàííîé ôóíêöèè, èñïîëüçóåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ ó ôóíêöèè ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

Íàõîäèì âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ëàãðàíæà

d2L = 2
[
(dx1)2 + . . .+ (dxm)2

]
.

Ïîñêîëüêó âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ëàãðàíæà âñåãäà ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåí d2L > 0,
m∑

k=1

(dxk)2 6= 0, òî ôóíêöèÿ (6.6) ïðè íàëè÷èè

ñâÿçè (6.7) èìååò â òî÷êå M0

(
− 1
m
,− 1

m
, . . . ,− 1

m

)
óñëîâíûé ìèíèìóì.

Ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû òî÷êè â (6.6), ïîëó÷èì, ÷òî ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå ôóíêöèè (6.6) ïðè íàëè÷èè ñâÿçè (6.7) ðàâíî umin =
1
m
.

Ïðèìåð 6.3. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

z = x2 + 4xy− y2− 6x− 2y â çàìêíóòîì òðåóãîëüíèêå, îãðàíè÷åííîì îñÿìè
êîîðäèíàò è ïðÿìîé 2x+ 3y − 6 = 0 (ðèñ. 6.1).
Ðåøåíèå. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè:

z′x = 2x+ 4y − 6, z′y = 4x− 2y − 2.
Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, ðåøàÿ ñèñòåìó

{
z′x = 0 ,
z′y = 0 ⇒

{
x+ 2y = 3 ,
2x− y = 1 ⇒

{
x = 1 ,
y = 1 .
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Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà M(1, 1) ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.
Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå: zM = z(1, 1) = −4.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè. Îòìåòèì, ÷òî ãðàíè-
öà ñîñòîèò èç òð¼õ îòðåçêîâ OA, OB è AB.

Íà îòðåçêå , ïðèíàäëåæàùåì ïðÿìîé y = 0, (x ∈ [0, 3]), èññëåäóåìàÿ
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä z = z(x, 0) = x2 − 6x. Ôóíêöèÿ z(x, 0) íåïðåðûâ-
íà íà îòðåçêå [0, 3], ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïðèíèìàåò íà íåì íàèìåíüøåå è
íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ, âíóòðè èíòåðâàëà (â òî÷êàõ ñòàöèîíàðíîñòè) èëè íà
ãðàíèöå. Òî÷êó ñòàöèîíàðíîñòè íàéä¼ì èç óñëîâèÿ z′x = 2x− 6 = 0, îòêóäà
x = 3. Íàéäåííàÿ òî÷êà ñòàöèîíàðíîñòè èìååò êîðäèíàòû (3, 0) è ñîâïàäàåò
ñ îäíèì èç êîíöîâ îòðåçêà OA, à èìåííî, ñ òî÷êîé A. Çíà÷åíèå ôóíêöèè
â òî÷êå A: zA = z(3, 0) = −9. Ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ êîíåö îòðåçêà OA.
Çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå O(0, 0) : z0 = z(0, 0) = 0.

Íà îòðåçêå , ïðèíàäëåæàùåì ïðÿìîé x = 0, (y ∈ [0, 2]), èññëåäóåìàÿ
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä z = z(0, y) = −y2 − 2y. Òî÷êó ñòàöèîíàðíîñòè
íàéäåì èç óñëîâèÿ z′y = −2y − 2 = 0, îòêóäà y = −1. Çíà÷åíèå y = −1
ëåæèò âíå ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà , ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðè èíòåðâàëà
ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê íåò. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà
OB. Â òî÷êå O(0, 0) çíà÷åíèå ôóíêöèè óæå íàéäåíî. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü
òî÷êó B: zB = z(0, 2) = −8.

Èññëåäóåì ôóíêöèþ z íà îòðåçêå íà ýêñòðåìóì. Èòàê,
z = x2 + 4xy − y2 − 6x− 2y ïðè 2x + 3y − 6 = 0. Èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè

x = 3 − 3
2
y, òîãäà z = −19

4
y2 + 10y − 9. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ

èç óñëîâèÿ z′y = −19
2
y + 10 = 0, îòêóäà y =

20
19
. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ

îðäèíàòó â óðàâíåíèå ñâÿçè x = 3 − 3
2
y, íàõîäèì àáñöèññó: x =

27
19
.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè â ïîëó÷åííîé òî÷êå P

(
27
19
,
20
19

)
∈ [A,B]:

zP = z

(
27
19
,
20
19

)
= −71

19
.

Ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ , , , P è , íàõîäèì:

z. = z(3, 0) = −9 ; z. = z(0, 0) = 0 .

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ à ó ä è ò î ð íûõ ç à í ÿ ò è é

Èç ñáîðíèêà çàäà÷ [6]: 7.201; 7.203; 7.205; 7.213; 7.217.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ñ àì î ñ ò î ÿ ò å ë ü í î é ð à á î òû

Èç ñáîðíèêà çàäà÷ [6]: 7.202; 7.206; 7.212; 7.214.

Ç à í ÿ ò è å ñ å ä üì î å. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà
"Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ"

Âàðèàíò 1.
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1. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = x2ϕ
( z
x
,
y

x

)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 2u.

2. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = 2x3 − 9x2 + 2y3 − y2.

3. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòè xy = z2 è x2 + y2 + z2 = 1 îðòîãîíàëüíû.

4. Íàéòè d2u äëÿ u = xy + yz + xz.

Âàðèàíò 2.

1. Äîêàçàòü, ÷òî
1
x

∂z

∂x
+

1
y

∂z

∂y
=

z

y2
, åñëè z =

y

f(x2 − y2)
, ãäå f - ïðîèç-

âîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

2. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ

z = xy +
50
x

+
20
y

ïðè x > 0, y > 0 .

3. Íàéòè óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè äëÿ 2x/z + 2y/z = 8
â òî÷êå M(2, 2, 1).

4. Çàïèñàòü d2z, åñëè z = x ln
y

x
.

Îòâåòû:

2) zmin(5, 2) = 30; 3) x+ y − 4z = 0,
x− 2

1
=
y − 2

1
=
z − 1
−4

;

4) d2z = − 1
x
dx2 +

2
y
dxdy − x

y2
dy2 .

Ðåøåíèå ïåðâîãî âàðèàíòà

1. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, îáîçíà÷èâ
z

x
= ξ,

y

x
= η.

∂u

∂x
= 2xϕ(ξ, η)+x2

(
∂ϕ

∂ξ
· ∂ξ
∂x

+
∂ϕ

∂η

∂η

∂x

)
= 2xϕ+x2

(
∂ϕ

∂ξ

(
− z

x2

)
+
∂ϕ

∂η

(
− y

x2

))
,

∂u

∂y
= x2

(
∂ϕ

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂ϕ

∂η

∂η

∂y

)
= x2 ∂ϕ

∂η
· 1
x

= x
∂ϕ

∂η
,

∂u

∂z
= x2

(
∂ϕ

∂ξ

∂ξ

∂z
+
∂ϕ

∂η

∂η

∂z

)
= x2

(
∂ϕ

∂ξ
· 1
x

+
∂ϕ

∂η
· 0

)
= x

∂ϕ

∂ξ
.

Ïîäñòàâèâ â äàííîå óðàâíåíèå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z
, ïîëó-

÷èì:

2x2ϕ− xz
∂ϕ

∂ξ
− xy

∂ϕ

∂η
+ xy

∂ϕ

∂η
+ xz

∂ϕ

∂ξ
= 2x2ϕ(ξ, η) = 2u .

46



2. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå èññëåäóåìîé íà ýêñòðåìóì ôóíêöèè:
z′x = 6x2 − 18x, z′y = 6y2 − 2y. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íàéäåì èç ñèñòåìû{

x(x− 3) = 0,
y(3y − 2) = 0.

Èìååì ÷åòûðå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè M1(0, 0), M2

(
0,

1
3

)
, M3(3, 0),

M4

(
3,

1
3

)
.

Íàéäåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå: z
′′

xx = 12x− 18, z
′′

yy = 12y − 2.

Äëÿ òî÷êè M1(0, 0) : A1 = z
′′

xx

∣∣∣
M1

= −18, B1 = 0, C1 = z
′′

yy

∣∣∣
M1

= −2. Òàê

êàê ∆ = A1C1 −B2
1 = 36 > 0, à A1 < 0, òî zmax(0, 0) = 0.

Äëÿ òî÷êè M2

(
0,

1
3

)
: A2 = −18, B2 = 0, C2 = 2, ∆ < 0. Ýêñòðåìóìà â

òî÷êå M2 íåò.
Äëÿ òî÷êè M3(3, 0) : A3 = 18, B3 = 0, C3 = −2, ∆ < 0. Ýêñòðåìóìà íåò.

Äëÿ òî÷êè M4

(
3,

1
3

)
: A4 = 18, B4 = 0, C4 = 2, ∆ > 0 ⇒ zmin

(
3,

1
3

)
=

= −27
1
27
.

3. Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû íîðìàëåé ïîâåðõíîñòåé îðòîãîíàëüíû â ëþáîé
èõ îáùåé òî÷êå:

F (x, y, z) = xy − z2 = 0 ; F ′x = y ; F ′x = x ; F ′z = −2z .

F1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 = 0 ; F ′1x = 2x ; F ′1y = 2y ; F ′1z = 2z .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M(x0, y0, z0) óðàâíåíèÿ íîðìàëåé ïðèìóò âèä

x− x0

y0
=
y − y0
x0

=
z − z0
−2z0

è
x− x0

x0
=
y − y0
y0

=
z − z0
z0

,

èõ íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ~̀
1 = {y0, x0,−2z0} è ~̀2 = {y0, x0, z0}.

Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ:
~l1⊥~̀2 ⇐⇒ ~̀

1 · ~̀2 = 0 ⇐⇒ ~̀
1 · ~̀2 = y0x0 + x0y0 − 2z2

0 = 2x0y0 − 2z2
0 = 0 ,

òàê êàê ïî óñëîâèþ xy = z2.
Íîðìàëè îðòîãîíàëüíû, çíà÷èò è ïîâåðõíîñòè îðòîãîíàëüíû.

4. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà è çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ
äèôôåðåíöèàëà 2-ãî ïîðÿäêà äàííîé ôóíêöèè:

d2u = u
′′

xxdx
2 + u

′′

yydy
2 + u

′′

zzdz
2 + 2u

′′

xydxdy + 2u
′′

xzdxdz + 2u
′′

yzdydz =

= 2 (dxdy + dxdz + dydz) .
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